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❧✬✐♥%?❣0❛❧✐%? ❞❡( ♠❡♠❜0❡( ❞✉ ❣0♦✉♣❡ ❘❛▼(❊❙ ✭❆❞❞✐❧✱ ▼❛%❤✐❛(✱ ➱0✐❝✱ ◆✐❝♦❧❛( ❙♣❛♥✐❡0✱ ❙?✈❡✲
✐✐
 ✐♥❡✮ ❡% ❡①✲♠❡♠❜ ❡ ✭❥❡ ♣❡♥-❡ . %♦✐ ❆❜❞♦✉✮ ♣♦✉ ✈♦% ❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉ ❡% ♣♦✉ ❛✈♦✐ %♦✉❥♦✉ -
 ❡♥❞✉ ❧✬❛%♠♦-♣❤8 ❡ ❛✉ % ❛✈❛✐❧ %❡❧❧❡♠❡♥% ❛❣ :❛❜❧❡✱ ❞:❝♦♥% ❛❝%:❡ ❡% ❥♦✈✐❛❧❡✳ ❯♥ ❣ ❛♥❞ ♠❡ ❝✐ .
◆✐❝♦❧❛- ❙♣❛♥✐❡ ♣♦✉ ♠✬❛✈♦✐ ❣✉✐❞:❡ ❞❛♥- ♠❡- ♣ ❡♠✐❡ - ♣❛- ❞❡ ❞:✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡- ❉❙❚◆ ❡%
♣♦✉ ❛✈♦✐ %♦✉❥♦✉ - ❛❝❝❡♣%: ❞❡ ♠✬❛✐❞❡ C✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✈❛✐- ❜❡-♦✐♥✳ ▼❡ ❝✐ ❛✉--✐ . ❙:✈❡ ✐♥❡ ♣♦✉ 
❛✈♦✐ %♦✉❥♦✉ - :%: ♣ E%❡ . ♠✬❛✐❞❡ ❡%  :♣♦♥❞ ❡ . ♠❡- C✉❡-%✐♦♥-✳
❏✬❛✐♠❡ ❛✐  ❡♠❡ ❝✐❡ :❣❛❧❡♠❡♥% ❧❡- ♠❡♠❜ ❡- ❞❡ ♠♦♥ ❣ ♦✉♣❡✳ ▼❡ ❝✐ ❩✐❛❞ ♣♦✉ %❡- ♥♦♠❜ ❡✉①
❝♦♥-❡✐❧-✱ ♣♦✉ %❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ %❛ ❣❡♥%✐❧❧❡--❡✱ %❛ ♣:❞❛❣♦❣✐❡✱ %❛ ❝♦♥% ✐❜✉%✐♦♥ ❞❛♥- ❝❡ % ❛✈❛✐❧✳
❱ ❛✐♠❡♥% ❝✬:%❛✐% ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐ ♣✉ :✈♦❧✉❡ . %❡- ❝I%:-✳ ▼❡ ❝✐ ❉❛♥✐❡❧ ♣♦✉ ❧❡- :❝❤❛♥❣❡-
❝♦♥-% ✉❝%✐❢- C✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ❛✈♦✐ ❧♦ - ❞❡-  :✉♥✐♦♥- ❞❡ ❣ ♦✉♣❡✱ ❡% ♠❡ ❝✐ . %♦✐ ❙%:♣❤❛♥❡ ♣♦✉ 
%❛ ❝♦❧❧❛❜♦ ❛%✐♦♥✳ ➱♠✐❧✐❡♥✱ ♠❡ ❝✐ ♣♦✉ ❧❡- ❜❡❧❧❡- ❞✐-❝✉--✐♦♥- C✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ❛✈♦✐ ❡% ♣♦✉ %❛
❝♦♥% ✐❜✉%✐♦♥ . ❝❡ % ❛✈❛✐❧ ✭❥✬❡♥ ♣ ♦✜%❡ ♣♦✉ ❧♦✉❡ %❡- C✉❛❧✐%:- ❞❡ ♣❤♦%♦❣ ❛♣❤❡ ❤♦ - ♣❛✐ ✦✮✳ ❏❡
%❡ -♦✉❤❛✐%❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ -✉❝❝8- ❞❛♥- ❧❡- ♣ ♦❥❡%- C✉❡ %✉ -♦✉❤❛✐%❡- ❡♥% ❡♣ ❡♥❞ ❡✳ ▲:♥❛✱ ❝✬:%❛✐%
✉♥ ✈ ❛✐ ♣❧❛✐-✐ ❞❡ %❡ ❝I%♦②❡ ❛✉ ❧❛❜♦ ❛%♦✐ ❡ ♣❡♥❞❛♥% ❝❡- ❛♥♥:❡-✳ ❚❡- ✈✐-✐%❡- ❞❛♥- ♥♦% ❡ ❜✉ ❡❛✉
:%❛✐❡♥% %♦✉❥♦✉ - ❞❡ ✈ ❛✐- ♠♦♠❡♥%- ❥♦✈✐❛✉① C✉✐ ♣❡ ♠❡%%❛✐❡♥% ❞❡ -❡  ❡--♦✉ ❝❡ ❡% ❞❡ ❝♦♠♣❧8✲
%❡♠❡♥% ❞:❝♦♥♥❡❝%❡ ✳ ❆❜❜❛-✱ ♠❡ ❝✐ ♣♦✉ %❛ ❣❡♥%✐❧❧❡--❡✱ %❛ ❝♦❧❧❛❜♦ ❛%✐♦♥ ❡% %❛ ❞✐-♣♦♥✐❜✐❧✐%: ❞❡
%♦✉❥♦✉ -✳ ❏❡ %❡ -♦✉❤❛✐%❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥%✐♥✉❛%✐♦♥ ❞❛♥- %❡- % ❛✈❛✉① ❞❡ %❤8-❡ ❡% ✉♥❡ % 8- ❜❡❧❧❡
❝❛  ✐8 ❡ ❛✉ -❡✐♥ ❞❡ %♦♥ ❡♥% ❡♣ ✐-❡✳ ❨♦✉❜❜❛✱ %✉ ❢❛✐- ♣❛ %✐❡ ❞❡- ❣❡♥- C✉✐ ♠✬♦♥% %❡❧❧❡♠❡♥% ❛♣♣♦ %:
♣❡♥❞❛♥% ❝❡%%❡ %❤8-❡✳ ▼❡ ❝✐ ♣♦✉ %❛ ❣❡♥%✐❧❧❡--❡✱ ♣♦✉ %❡- ♥♦♠❜ ❡✉① ❝♦♥-❡✐❧- ❡% ❝♦♠♠❡♥%❛✐ ❡-
❝♦♥-% ✉❝%✐❢-✱ ♣♦✉ %❛ % 8- ❜❡❧❧❡ ♣❤✐❧♦-♦♣❤✐❡ ❞✬❛❜♦ ❞❡ ❝❤❛C✉❡ :%❛♣❡✱ ♣♦✉ ❛✈♦✐ %♦✉❥♦✉ - ♣ ✐-
❧❡ %❡♠♣- ❞❡ ❞✐-❝✉%❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐✱ ❡♥ %♦✉%❡- ❝✐ ❝♦♥-%❛♥❝❡-✳ ▼❡ ❝✐ ❛✉--✐ . ❆ %❤✉ Q❛♣❡ ♣♦✉ -✬E% ❡
%♦✉❥♦✉ -  ❡♥❞✉ ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉ ❞✐-❝✉%❡ ❞❡ ♠♦♥ % ❛✈❛✐❧✱ C✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✈❛✐- ❜❡-♦✐♥✳
◆♦✉- :%✐♦♥-✱ ❞❛♥- ❧❡ ❣ ♦✉♣❡ ❉❡❙■-✱ C✉❛% ❡ . ❛✈♦✐ ❞:❜✉%: ♥♦% ❡ %❤8-❡ ❡♥ ✷✵✶✺✳ ❘♦❞♦❧♣❤❡✱
❥❡ -✉✐- ❝♦♥%❡♥%❡ ❞✬❛✈♦✐ ♣✉ :✈♦❧✉❡ . %❡- ❝I%:- ❡% ❞✬❛✈♦✐ ♣✉ ♣❛ %❛❣❡ ❛✈❡❝ %♦✐ ❛✉--✐ ❜✐❡♥ ❧❡-
❜♦♥- C✉❡ ❧❡- ♠♦✐♥- ❜♦♥- ♠♦♠❡♥%- C✉❡ ♣❡✉%  :-❡ ✈❡ ✉♥❡ %❤8-❡ ✭❥✬❛✈♦✉❡ C✉❡ %♦♥ ❡♠❜❛❧❧❛❣❡
❝❛❞❡❛✉ ❧❡ ❥♦✉ ❞❡ ❧❛ -♦✉%❡♥❛♥❝❡ :%❛✐%✳✳✳❝♦♠♠❡♥% ❞✐ ❛✐✲❥❡✳✳✳♦♥ ♥❡ ♣❡✉% ♣❧✉-  ❛✣♥: ❡%  ❡❝❤❡ ❝❤: ✦
❏❡ ♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ C✉✐ ❛✉ ❛✐% ❜✐❡♥ ♣✉ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %♦♥ ❝❤♦✐①✳✳✳✮✳ Q✐❡  ❡ %✉ ❛- ✈ ❛✐♠❡♥% :%: ✉♥
❝♦✲❜✉ ❡❛✉ ❡①❡♠♣❧❛✐ ❡✳✳✳✳✈ ❛✐♠❡♥%✳✳✳%♦✉❥♦✉ - ♣❛ %❛♥% ♣♦✉ %❡-%❡ ♠❡- ❢❛❜✉❧❡✉① ✧!❤♦✇ ❛♥❞ (❡❧❧
+✉✐③✧✱ ♣♦✉ ❞:❜❛%% ❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐ -✉ ❞❡- -✉❥❡%- %❡❧❧❡♠❡♥% ❡①✐-%❡♥%✐❡❧-✱ ♣♦✉ ♣❛%✐❡♠♠❡♥% ♠✬:❝♦✉%❡ 
✭❧♦♥❣✉❡♠❡♥%✮ %❡ ♣❛ ❧❡ ❞❡- ❤❛✉%- ❡% ❞❡- ❜❛- ❞❡ ♠❛ %❤8-❡✱ ❞❡ ✷✵✶✽ C✉✐ ❛♣♣ ♦❝❤❛✐% . ❣ ❛♥❞
♣❛-✳✳✳%♦✉% [❛ ❞❛♥- ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉ ✭%❡- ❜❧❛❣✉❡- ❡% ❥❡✉① ❞❡ ♠♦%-  :-♦♥♥❡♥% ❡♥❝♦ ❡ . ♠❡-
♦ ❡✐❧❧❡- ✦✮ ❡% ❞❛♥- ✉♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉% ♣❧✉- ❝❤❛❧❡✉ ❡✉-❡ ✭♥✬❡-% ❝❡ ♣❛- Q✐❡  ❡ ❄✮✳ ❊♥ %♦✉%
❝❛- ❥❡ %❡ -♦✉❤❛✐%❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥%✐♥✉❛%✐♦♥ ❡% ❜♦♥ ❝♦✉ ❛❣❡ ♣♦✉ ❧❛ ✜♥ ❞❡ %❛ %❤8-❡ ✦ ❊♥✜♥
❚❤♦♠❛-✱ ♠❡ ❝✐ ♣♦✉ %❛ ❣❡♥%✐❧❧❡--❡✱ ♣♦✉ ♠✬❛✈♦✐ %♦✉❥♦✉ - -✐ ♣❛%✐❡♠♠❡♥% :❝♦✉%:❡✱ ❡♥❝♦✉ ❛❣:❡
❡% %❡❧❧❡♠❡♥% ❛✐❞:❡ ♣❡♥❞❛♥% ♠♦♥ % ❛✈❛✐❧ ♠❛❧❣ : ❧❛ ❝❤❛ ❣❡ ❞❡ %♦♥ ♣ ♦♣ ❡ % ❛✈❛✐❧ ❞❡ %❤8-❡✳
❊♥ %♦✉%❡- ❝✐ ❝♦♥-%❛♥❝❡-✱ %✉ ♥✬❛- ❥❛♠❛✐- ❧❛✐--: ❛✉❝✉♥ ❞❡ ♠❡- ♠❛✐❧- ♦✉ ♠E♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ♠❡-
✐♥%❡  ♦❣❛%✐♦♥- -❛♥-  :♣♦♥-❡-✳ ▼❡ ❝✐ :❣❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ♥♦✉- ❛✈♦✐ . %♦✉- %♦✉❥♦✉ - ♣ ♦♣♦-: ❞❡- ✈✐ :❡-
♣♦✉ -❡  ❡% ♦✉✈❡ ❡♥ ❞❡❤♦ - ❞✉ ❧❛❜♦ ❛%♦✐ ❡ ❡% ❞:❝♦♠♣ ❡--❡ ✦ ❱ ❛✐♠❡♥%✱ %♦✉- ❧❡- % ♦✐-✱ ✈♦✉-
E%❡- ❞❡✈❡♥✉- ♣♦✉ ♠♦✐ ❜✐❡♥ ♣❧✉- C✉❡ ❞❡- ❝♦❧❧8❣✉❡-✱ ♠❛✐- ❞❡- ❛♠✐- -✉ C✉✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❝♦♠♣%❡ ✳
❈❡ % ❛✈❛✐❧ ❛ :%: ♣♦--✐❜❧❡ ❣ _❝❡ ❛✉① ❞✐✛: ❡♥%❡- ❝♦❧❧❛❜♦ ❛%✐♦♥- ❢❛✐%❡- ❞✉ ❛♥% ♠❛ %❤8-❡✳ ▼❡ ❝✐
❛✉ ▲❆❊❈ ✭▲✐❜❛♥✮✱ . ❆❜❞❡--❡❧❧❛♠ ▼❡❤❛♥❛ ✭■❈❯❇❊✲❯❙❚❍❇✮✱ . Q❤✐❧✐♣♣❡ ▼❡②❡ ❡% ◆✐❝♦❧❛-
❉❡♥❤❛②✐♥ ✭❈Q❙✮ ❛✐♥-✐ C✉✬. ❏❡❛♥ ▼✐❝❤❡❧ ▲:%❛♥❣ ✭■◆❙❆✴❈❘❊❆❚■❙✮ ♣♦✉ ❧❡✉ - ❝♦♥-❡✐❧- ❡%
❝♦♥% ✐❜✉%✐♦♥-✳ ▼❡ ❝✐ :❣❛❧❡♠❡♥% . ▼❛ ✐②❛ ●❡♦ ❣✐❡✈❛ ✭■Q◆❖✮ ♣♦✉ ❛✈♦✐ :❝❤❛♥❣: ❛✈❡❝ ♠♦✐ ❛✉
-✉❥❡% ❞❡- ❞:%❡❝%❡✉ - ❡% ♣♦✉ ❛✈♦✐ ❛❝❝❡♣%: ❞❡ ♣ ♦❝:❞❡ . ❧❡✉ - ✐  ❛❞✐❛%✐♦♥-✳
❉❡ ♥♦♠❜ ❡✉① -%❛❣✐❛✐ ❡- -❡ -♦♥% :❣❛❧❡♠❡♥% -✉❝❝:❞:- ❞❛♥- ❧❡- ❜✉ ❡❛✉① ❞✉ ❘❛▼-❊-✴❉❡❙■-✳
▼❡ ❝✐ . ❙❛ ✈✐✱ ◆♦ ❤❛♥❡✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❏❡❛♥✱ ◗✉❡♥%✐♥ ❡% %♦✉- ❧❡- ❛✉% ❡- ♣♦✉ ✈♦% ❡ -②♠♣❛%❤✐❡ ❡%
✐✐✐
♣♦✉# ❧❡ ✈❡♥( ❞❡ ❢#❛,❝❤❡✉# /✉❡ ✈♦✉0 ❛✈❡③ ❛♣♣♦#(2 ❝❤❛❝✉♥ 3 ✈♦(#❡ ♠❛♥✐6#❡ ❧♦#0 ❞❡ ✈♦(#❡ ❛##✐✈2❡
❞❛♥0 ♥♦0 ❜✉#❡❛✉①✳ ❏❡ ✈♦✉0 0♦✉❤❛✐(❡ 3 (♦✉0 ✉♥❡ ❜❡❧❧❡ ❝♦♥(✐♥✉❛(✐♦♥✳
▼❡#❝✐ 3 ❇#✐❣✐((❡✱ ?❛0❝❛❧✐♥❡✱ ❡( 3 ♠❡0 ♣#♦❝❤❡0 ▼❛❥✐❞✱ ▼❛❧✐❦❛✱ ❑❤❛❞✐❥❛✱ ❩❛❦✱ ♣♦✉# ❛✈♦✐# 0✐
❧❛#❣❡♠❡♥( ❝♦♥(#✐❜✉2 ❝❤❛❝✉♥❡ ♦D ❝❤❛❝✉♥ 3 ❧❡✉# ♠❛♥✐6#❡ 3 ❧✬❛❝❤6✈❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡ (#❛✈❛✐❧ ❡( ❛✉ ❜♦♥
❞2#♦✉❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ 0♦✉(❡♥❛♥❝❡✳
▼②#✐❛♠✱ ❑❡♥③❛ ❡( ❙❛♥❛✱ ♠❡#❝✐ ♣♦✉# ✈♦(#❡ ❣❡♥(✐❧❧❡00❡✱ ♣♦✉# ✈♦(#❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉#✱ ♣♦✉# ❧❡0
✐♥♥♦♠❜#❛❜❧❡0 (#60 ❜❡❧❧❡0 0♦✐#2❡0 ♣❛002❡0 ❡♥ ✈♦(#❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ /✉✐ ♦♥( 2(2 3 ❝❤❛/✉❡ ❢♦✐0 ♣♦✉#
♠♦✐ ❞❡ ✈#❛✐❡0 ❜♦✉✛2❡0 ❞✬♦①②❣6♥❡ ✦
❑❛♦✉(❤❛# ✭♠❛ ♣❤②0✐❝✐❡♥♥❡ ♣#2❢2#2❡ ✦✮✱ ❘❛❝❤❛ ❡( ◆♦❤❛ ✭♠❡0 ❝♦❛❝❤0 ❞✬❡♥❢❡# ✦✮ ✈♦✉0 ♠✬❛✈❡③
(♦✉(❡0 ❧❡0 (#♦✐0 (❡❧❧❡♠❡♥( ❛♣♣♦#(2 ✦ ✦ ❱♦✉0 ♥❡ ♣♦✉✈❡③ 0❛✈♦✐# 3 /✉❡❧ ♣♦✐♥( ✈♦(#❡ ♣#20❡♥❝❡ ♠✬❛
♣❡#♠✐0 ❞❡ ♠✬❛✛#❛♥❝❤✐# ❞❡ (❡❧❧❡♠❡♥( ❞❡ (#❛❝❛0 ✐♥✉(✐❧❡0 ✦ ▼❡#❝✐ ♣♦✉# ❧❡0 (#60 ❜❡❛✉① ♠♦♠❡♥(0
/✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ♣❛#(❛❣❡# ❡♥0❡♠❜❧❡✳
■ ❛❧#♦ ✇❛♥' '♦ '❤❛♥❦ ②♦✉✱ ❋.❛♥❝✐# ❛♥❞ ❲✐❞❞❛❞ ❢♦. ❜❡❡✐♥❣ #✉❝❤ ❧♦✈❡❧② ❛♥❞ ❝❛.✐♥❣ ❢.✐❡♥❞#✳
❉❡#♣✐'❡ '❤❡ ❞✐#'❛♥❝❡✱ ♦✉. ❢.✐❡♥❞#❤✐♣ #'✐❧❧ .❡♠❛✐♥# ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❨♦✉. ❡♥❝♦✉.❛❣❡♠❡♥'# ❛♥❞ #✉♣✲
♣♦.' .❡❛❧❧② ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ '❤.♦✉❣❤♦✉' '❤❡#❡ ②❡❛.#✳ ❲✐#❤ ②♦✉ ❛❧❧ '❤❡ ❜❡#' ❣✉②# ✦
❏❡ ✜♥✐#❛✐ ❝❡0 #❡♠❡#❝✐❡♠❡♥(0 ♣❛# ❧❡0 ♣❡#0♦♥♥❡0 /✉✐ ♠❡ 0♦♥( ❧❡0 ♣❧✉0 ❝❤6#❡0 ❡( 3 /✉✐ ❥❡ ❞♦✐0
❧❡ ♣❧✉0✳
▼❡#❝✐ 3 ♠❡0 ❢#6#❡0 ▼❛❥✐❞✱ ▼❛#♦✉❛♥✱ ❖(❤♠❛♥ ❡( ❆❜❞❡❧❣❤❛❢♦✉# /✉❡ ❥✬❛✐♠❡ ♣❧✉0 /✉❡ (♦✉(✳ ❆✉
❞❡❧3 ❞✬❛✈♦✐# 2(2 ❞❡0 ❢#6#❡0 ❛❞♦#❛❜❧❡0 (♦✉❥♦✉#0 ❧3 ♣♦✉# ♠✬2❝♦✉(❡#✱ ♠✬❡♥❝♦✉#❛❣❡#✱ ♠❡ 0✉♣♣♦#(❡#
✭✈♦✉0 0❛✈❡③ ❞❡ /✉♦✐ ❥❡ ♣❛#❧❡ ✦ ✦✮ ✈♦✉0 ❛✈❡③ 2(2 ❞❡0 (♦♥(♦♥0 ❡①❡♠♣❧❛✐#❡0 ❡♥ ❛②❛♥( (♦✉❥♦✉#0 ❛00✉#2
❛✈❡❝ ❧❡0 ♣❡(✐(0 /✉❛♥❞ ✐❧ ❧❡ ❢❛❧❧❛✐(✳ ❏❡ ♠✬❡0(✐♠❡ (❡❧❧❡♠❡♥( ❝❤❛♥❝❡✉0❡ ❞❡ ✈♦✉0 ❛✈♦✐# ❞❛♥0 ♠❛ ✈✐❡✳
❆♠2❧✐❡ ✭♠② ❜❡#' ❡✈❡♥' ♣❧❛♥♥❡. ❡✈❡. ✦ ✮ ❡( ❆✉❞#❡②✱ ♠❡0 ❜❡❧❧❡0✲0S✉#0 ❛❞♦#2❡0✱ ♠❡#❝✐ ♣♦✉# ✈♦(#❡
♣#20❡♥❝❡ ❡( ❣#❛♥❞ 0♦✉(✐❡♥ /✉✐ ♠✬❛ ♣❡#♠✐0 ❞❡ ✜♥✐# ❝❡0 (#♦✐0 ❛♥♥2❡0 ❞❛♥0 ❞❡ ❜❡❧❧❡0 ❝♦♥❞✐(✐♦♥0✳
❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ❜✐❡♥ ❡♥(❡♥❞✉ ♣❛0 ❞❡ #❡♠❡#❝✐❡# ♠♦♥ ❛❞♦#❛❜❧❡ ♣❡(✐( ❊❞❡♥✱ /✉✐✱ 3 0❡✉❧❡♠❡♥( ✶ ❛♥✱
❛ (♦✉❥♦✉#0 0✉ 2❣❛②❡# ♣❛# 0❡0 ✈✐0✐(❡0 /✉❡❧/✉❡0 ✉♥0 ❞❡ ♠❡0 ✭(#♦♣✮ ❢❛0(✐❞✐❡✉① ❛♣#60✲♠✐❞✐ ❞❡
#2❞❛❝(✐♦♥✱ ❝❡ /✉✐ ♠❡ ❢❛✐0❛✐( ❧❡ ♣❧✉0 ❣#❛♥❞ ❜✐❡♥ ✦
❆ ♣#20❡♥( ❥❡ (✐❡♥0 3 #❡♠❡#❝✐❡# ♠❡0 ♣❛#❡♥(0 ♣♦✉# ❧❡✉# 0♦✉(✐❡♥ ❡( ❛♠♦✉# ✐♥❝♦♥❞✐(✐♦♥♥❡❧ ❞❡
(♦✉❥♦✉#0✳ ▼❛♠❛♥✱ ♣❛♣❛ ❥❡ ✈♦✉0 ❛✐♠❡✳ ◗✉♦✐ /✉❡ ❥✬2❝#✐✈❡ ♦✉ /✉❡ ❥❡ ❢❛00❡✱ ❥❡ ♥✬❛##✐✈❡#❛✐ ❥❛♠❛✐0 3
0✉✣0❛♠♠❡♥( ❡①♣#✐♠❡# ❧✬✐♥(❡♥0✐(2 ❞❡ ❧❛ #❡❝♦♥♥❛✐00❛♥❝❡ ❡( ❞❡ ❧✬❛♠♦✉# /✉❡ ❥✬❛✐ ♣♦✉# ✈♦✉0✳ ▼❡#❝✐
❞❡ ♠✬❛✈♦✐# (♦✉❥♦✉#0 ♦✛❡#( ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉#✱ ♠❡#❝✐ ♣♦✉# ❧❛ (#60 ❜❡❧❧❡ 2❞✉❝❛(✐♦♥ /✉❡ ✈♦✉0 ♠✬❛✈❡③
❞♦♥♥2❡✱ ♠❡#❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐# (♦✉❥♦✉#0 ❛✐❞2❡ ❡( ❡♥❝♦✉#❛❣2❡ 3 ❛❧❧❡# ❛✉ ❜♦✉( ❞❡ ♠❡0 ♣#♦❥❡(0 ✭/✉❡❧0
/✉❡ 0♦✐❡♥( ❧❡0 0❛❝#✐✜❝❡0 /✉❡ ❝❡❧❛ ✈♦✉0 ❛✉#❛ ❝♦X(2 ❡( ❧✬2♥❡#❣✐❡ /✉❡ ❝❡❧❛ ✈♦✉0 ❛✉#❛ ❞❡♠❛♥❞2✮✳
❱♦✉0 ❛✈❡③ (♦✉❥♦✉#0 2(2 ✉♥ 0♦✉(✐❡♥ 0❛♥0 ❢❛✐❧❧❡0 ❡♥ (♦✉(❡0 ❝✐#❝♦♥0(❛♥❝❡0✳ ■❧ ❡0( ❝❧❛✐# /✉❡ 0❛♥0
✈♦(#❡ ♣#20❡♥❝❡ ❞❛♥0 ♠❛ ✈✐❡ ✭❡( ❞❛♥0 ❝❡❧❧❡ ❞❡0 ♣❡(✐(0✮✱ ❥❡ ♥❡ 0❡#❛✐ ❥❛♠❛✐0 ❛##✐✈2❡ ❥✉0/✉❡ ❧3✳
❊♥✜♥✱ ✭❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉# ♣♦✉# ❧❛ ✜♥✳✳✳✮✱ ❥❡ ✈❡✉① ❝❧♦#❡ ❝❡0 #❡♠❡#❝✐❡♠❡♥(0 ♣❛# (♦✐ ♠❛ ♣❡(✐(❡ ◆♦❤❛
❡( (♦✐ ♠♦♥ ♣❡(✐( ❆❞❛♠✱ ♠❛ #✇❡❡'♣❡❛ ❡( ♠♦♥ #✇❡❡'❤❡❛.'✳ ❉✉ ❤❛✉( ❞❡ ✈♦0 /✉❡❧/✉❡0 ❛♥♥2❡0✱
✈♦✉0 ❛✈❡③ (♦✉❥♦✉#0 ❛❝❝❡♣(2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ♠❛(✉#✐(2 ♠❡0 ❝❤♦✐①✳ ❱♦✉0 ♠✬❛✈❡③ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥2❡✱
❡♥❝♦✉#❛❣2❡✱ 0♦✉(❡♥✉❡ 0❛♥0 ❥❛♠❛✐0 ❝❡00❡# 3 ✈♦(#❡ ❛❞♦#❛❜❧❡ ♠❛♥✐6#❡ ❞❡ ♠❡ ❞♦♥♥❡# ❧❛ ❢♦#❝❡
❞✬❛✈❛♥❝❡#✳ ❏❡ 0✉✐0 0✐ ✜6#❡ ❞❡ ✈♦✉0✳ ❏❡ ✈♦✉0 ❛✐♠❡ ♣❧✉0 /✉❡ (♦✉( ♠❡0 ♣❡(✐(0 ❛♥❣❡0✱ ✈♦✉0 [(❡0 ♠❛
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▲❡ ❝❛♥❝❡%✱ ♣%❡♠✐*%❡ ❝❛✉,❡ ❞❡ ♠♦%/❛❧✐/1 ♣%1♠❛/✉%1❡ ❡/ ,❡❝♦♥❞❡ ❝❛✉,❡ ❞❡ ❞1❝*, /♦✉, 2❣❡,
❝♦♥❢♦♥❞✉,✱ %❡,/❡ ❛✉❥♦✉%❞✬❤✉✐ ✉♥ ❢♦%/ ❡♥❥❡✉ ❞❡ ,❛♥/1 ♣✉❜❧✐9✉❡✳ ❊♥ ✷✵✶✺✱ ❡♥ ❋%❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐%♦♥
✸✽✺ ✵✵✵ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛, ❞❡ ❝❛♥❝❡%, ♦♥/ 1/1 ❞✐❛❣♥♦,/✐9✉1,✱ ❞♦♥/ ❡♥✈✐%♦♥ ✷✵✹ ✺✵✵ /%❛✐/1, ♣❛%
%❛❞✐♦/❤1%❛♣✐❡ ❬✶❪✳ ▲❛ %❛❞✐♦/❤1%❛♣✐❡✱ ♦✉ ❞❡,/%✉❝/✐♦♥ ❞❡, ❝❡❧❧✉❧❡, ❝❛♥❝1%❡✉,❡, ♣❛% ❧✬✐♥/❡%❛❝/✐♦♥
❞❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥/, ✐♦♥✐,❛♥/,✱ ♦❝❝✉♣❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦%/❛♥/❡ ❞❛♥, ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡, /❤1%❛♣✐❡,
❡♥ ♦♥❝♦❧♦❣✐❡✳ ❙♦♥ ♣♦✉✈♦✐% ❝✉%❛/✐❢ ❛ 1/1 ❞1♠♦♥/%1 ❞❛♥, ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉,❡, ❧♦❝❛❧✐,❛/✐♦♥, /❡❧❧❡, 9✉❡
❧❡ ,❡✐♥✱ ❧❛ ♣%♦,/❛/❡✱ ❧❡ %❡❝/✉♠✱ ❧❡, ❧②♠♣❤♦♠❡,✱ ❛✐♥,✐ 9✉❡ ❧❡, ❝❛♥❝❡%, ❖❘▲ ❡/ ❣②♥1❝♦❧♦❣✐9✉❡,✳
❊♥ ❡✛❡/✱ ❝❡//❡ /❤1%❛♣❡✉/✐9✉❡ ✉/✐❧✐,1❡ ❞❡ ❢❛M♦♥ ❡①❝❧✉,✐✈❡ ♦✉ ❛,,♦❝✐1❡ N ❞✬❛✉/%❡, /❡❝❤♥✐9✉❡,✱
/❡❧❧❡, 9✉❡ ❧❛ ❝❤✐%✉%❣✐❡ ❡/✴♦✉ ❧❛ ❝❤✐♠✐♦/❤1%❛♣✐❡✱ ♣❡%♠❡/ ❧❛ ❣✉1%✐,♦♥ ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✹✵✪ ❞❡, ❝❛♥❝❡%,
/♦✉/ ❡♥ 1/❛♥/ ✉♥❡ /❡❝❤♥✐9✉❡ ♥✐ ✐♥✈❛,✐✈❡ ♥✐ ♠✉/✐❧❛♥/❡ ✭✐✳❡ ,❡✐♥ ❬✷❪✱ %❡❝/✉♠ ❬✸❪✱ ✈❡,,✐❡ ❬✹❪✮✳
❆ ❝❡ ❥♦✉%✱ ❧❛ %❛❞✐♦/❤1%❛♣✐❡ ♣❛% ❢❛✐,❝❡❛✉① ❞❡ ♣❤♦/♦♥, ✭%❛②♦♥, ❳✮✱ %❡,/❡ ❧❛ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡ /❡❝❤✲
♥✐9✉❡ ❞❡ /%❛✐/❡♠❡♥/✳ ❈❡, ♣❤♦/♦♥,✱ ♣❛%/✐❝✉❧❡, 1❧❡❝/%✐9✉❡♠❡♥/ ♥❡✉/%❡,✱ ,♦♥/ ❣1♥1%1, ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬❛❝❝1❧1%❛/❡✉%, ❧✐♥1❛✐%❡, ❞✬1❧❡❝/%♦♥,✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧, /%❛✈❡%,❡♥/ ❧❡, /✐,,✉,✱ ❧❡, ♣❤♦/♦♥, ✈♦♥/ ❞1♣♦,❡%
❧❡✉% 1♥❡%❣✐❡ ❡♥ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞❡ ♠❛♥✐*%❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ❞1❝%♦✐,,❛♥/❡✳ ■❧, ♥✬♦♥/ ❞♦♥❝ ♣❛, ✉♥
♣❛%❝♦✉%, ✜♥✐ ❞❛♥, ❧❛ ♠❛/✐*%❡✱ ♠❛✐, ❞❡, /❡❝❤♥✐9✉❡, ❞✬✐%%❛❞✐❛/✐♦♥, ❛✈❛♥❝1❡, ♣❡%♠❡//❡♥/ ❞✬❛❥✉,✲
/❡% ❡♥ /%♦✐, ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞✉ ♣%♦✜❧ ❛✉① ❞✐✛1%❡♥/❡, ❣1♦♠1/%✐❡, ❞❡ ❧❛ /✉♠❡✉%✳ ▲✬♦❜❥❡❝/✐❢
❞❡ ❝❡, /❡❝❤♥✐9✉❡, ❡,/ ❞❡ ❞1❧✐✈%❡% ✉♥❡ ❞♦,❡ 1❧❡✈1❡ ❞❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥/ N ❧❛ /✉♠❡✉% ♣♦✉% ❞1/%✉✐%❡
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▲❡" ♥♦♠❜,❡✉"❡" ❞✐"♣❛,✐/;" ❞❛♥" ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉/; "❝✐❡♥/✐✜E✉❡ ❛✉/♦✉, ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡" ❞✐✛;✲
,❡♥/" ♣❛,❛♠>/,❡" ❞❡ /,❛✐/❡♠❡♥/ "✉, ❧❛ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥ ♥❡✉/,♦♥✐E✉❡ ♥♦✉" ♦♥/ ✐♥❝✐/; G ;/✉❞✐❡, ❝❡/
❛"♣❡❝/ ♣❛, "✐♠✉❛❧/✐♦♥ ▼❈ ❡/ ♣❛, ♠❡"✉,❡" ❡①♣;,✐♠❡♥/❛❧❡" ✭❈▼❖❙✴❈❘✲✸✾✮✳ ▲❡" ,;"✉❧/❛/" ❞❡
❝❡//❡ ;/✉❞❡ E✉✐ "♦✉❧✐❣♥❡♥/ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧/; G ♦♣/❡, ♣♦✉, ✉♥❡ ♠;/❤♦❞❡ ❛♥❛❧②/✐E✉❡ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❞♦"❡ ♥❡✉/,♦♥✱ "♦♥/ ♣,;"❡♥/;" ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐/,❡ ✹✳
❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐/,❡ ✺ "✬❛//❛❝❤❡,❛ G ❡①♣❧✐E✉❡, ❧✬✐♠♣❧;♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠;/❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦"❡
▼❈ ❞;✈❡❧♦♣♣;❡ ❞❛♥" ❝❡//❡ /❤>"❡✱ ❛✐♥"✐ E✉✬G ♣,;"❡♥/❡, ❧❡" ;/✉❞❡" ❝♦♠♣❛,❛/✐✈❡" ❡♥/,❡" "❡"
♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡" ❡♥ /❡,♠❡ ❞❡ ♣,;❝✐"✐♦♥ ❡/ ❞✬❛❝❝;❧;,❛/✐♦♥ ❞✉ /❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛, ,❛♣♣♦,/ G ❧❛
♠;/❤♦❞❡ ▼❈ ❝❧❛""✐E✉❡✳ ▲❛ ♠✐"❡ ❛✉ ♣♦✐♥/ ❞❡ ❝❡//❡ ♠;/❤♦❞❡ ❞✬❛❝❝;❧;,❛/✐♦♥ ❞✉ /❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❞♦"❡ "✬❡"/ ,;✈;❧;❡ ♥;❝❡""❛✐,❡ ♣♦✉, ❡♥✈✐"❛❣❡, ✉♥❡ ✉/✐❧✐"❛/✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐♥✐E✉❡ ❞❡ ❝❡/ ♦✉/✐❧✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠;/❤♦❞❡ ❞;✈❡❧♦♣♣;❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❝❡//❡ /❤>"❡ ❛✈❡❝ ✉♥ "❝,✐♣/
♣❡,♠❡//❛♥/ ❞❡ /,❛♥"❢♦,♠❡, ❧❡" ♣❛,❛♠>/,❡" ❞✉ /,❛✐/❡♠❡♥/ ❡♥,❡❣✐"/,;" ❞❛♥" ✉♥ ✜❝❤✐❡, ❉■❈❖▼
✭❘❚♣❧❛♥ ❝♦♠♣,❡♥❛♥/ ❧❡" ✐♥❢♦,♠❛/✐♦♥" "✉, ❧✬;♥❡,❣✐❡✱ ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞❡" ❝❤❛♠♣"✱ ❧✬❛♥❣✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛
/W/❡✴❜,❛" ❞❡ ❧✬❛❝❝;❧;,❛/❡✉,✳✳✮ ✉/✐❧✐"; ❡♥ ♣❛,❛♠>/,❡ ❞✬❡♥/,;❡ ❞♦✐/ ♣❡,♠❡//,❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ❧❛ ❣;♥;,❛✲
/✐♦♥ ❛✉/♦♠❛/✐E✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛,/❡ ❞❡ ❞♦"❡ ♥❡✉/,♦♥ ♣♦✉, ❝❤❛E✉❡ ♣❛/✐❡♥/✳
✹ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊
1
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡
❙♦♠♠❛✐%❡
✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷ ❆❝❝.❧.%❛$❡✉%2 ❧✐♥.❛✐%❡2 ❞❡ ♣❛%$✐❝✉❧❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷✳✶ ▲❡% ❞✐✛)*❡♥,% ,②♣❡% ❞✬❛❝❝)❧)*❛,❡✉*% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✷✳✷ 5*✐♥❝✐♣❡ ❞❡% ❛❝❝)❧)*❛,❡✉*% ❧✐♥)❛✐*❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✸ ❈♦♠♣♦2❛♥$2 ❞✬✉♥ ❧✐♥❛❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✸✳✶ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ *❛②♦♥% ❳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✸✳✷ ▲❡ ❝;♥❡ )❣❛❧✐%❛,❡✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✸✳✸ ▲❡ ✜❧,*❡ ❡♥ ❝♦✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✸✳✹ ▲❡% ❞✐%♣♦%✐,✐❢% ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✸✳✺ ▲❡ ♣♦*,✐C✉❡ ✭●❛♥,*②✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✸✳✻ ▲✬✐%♦❝❡♥,*❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹ ❉.✜♥✐$✐♦♥ ❞❡2 ✈♦❧✉♠❡2 ❡♥ %❛❞✐♦$❤.%❛♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹✳✶ ▲❡% ✈♦❧✉♠❡% ❝✐❜❧❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡% *❡❧❛,✐❢% K ❧✬✐**❛❞✐❛,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹✳✸ ❱♦❧✉♠❡% K ♣*♦,)❣❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✹✳✹ ❍✐%,♦❣*❛♠♠❡ ❉♦%❡ ❱♦❧✉♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✺ ❉♦2✐♠.$%✐❡ ❡$ ♣%♦♣%✐.$.2 ♣❤②2✐@✉❡2 ❞❡2 ❢❛✐2❝❡❛✉① ❞❡ %❛②♦♥2 ❳ ✳ ✶✸
✶✳✺✳✶ ❉❡ ❧✬✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ ❞❡% *❛②♦♥♥❡♠❡♥,%✲♠❛,✐O*❡ K ❧❛ ❞♦%✐♠),*✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♣♦✉* ❧❡% *❛②♦♥♥❡♠❡♥,% ✐♦♥✐%❛♥,% ✿ ❧❡% ❣*❛♥❞❡✉*% ❞♦✲
%✐♠),*✐C✉❡% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✺✳✸ 5*♦♣*✐),)% ❞♦%✐♠),*✐C✉❡% ❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉① ❞❡ ♣❤♦,♦♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✺✳✹ ▼),❤♦❞❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ❡♥ *❛❞✐♦,❤)*❛♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✻ ▲❡2 ❞✐✛.%❡♥$2 $②♣❡2 ❞❡ %❛❞✐♦$❤.%❛♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✻✳✶ ▲❛ *❛❞✐♦,❤)*❛♣✐❡ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡, ❝♦♥❢♦*♠❛,✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✻✳✷ ▲❛ *❛❞✐♦,❤)*❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦*♠❛,✐♦♥♥❡❧❧❡ K ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❞✬✐♥,❡♥%✐,) ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✼ ❚❡❝❤♥✐@✉❡2 ❞✬✐♠❛❣❡%✐❡2 ✐♥$.❣%.❡2 ❛✉① ❛❝❝.❧.%❛$❡✉%2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✼✳✶ ❚♦♠♦❣*❛♣❤✐❡ ❝♦♥✐C✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✼✳✷ ❙❛♥♦❣*❛♣❤❡ %✉* *❛✐❧% ❝♦♠❜✐♥) K ❧✬❛❝❝)❧)*❛,❡✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✼✳✸ ■♠❛❣❡*✐❡ %,)*)♦%❝♦♣✐C✉❡ ❞❡ ❜❛%%❡ )♥❡*❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✼✳✹ ■♠❛❣❡*✐❡ ✹❉❈❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✽ I%♦❜❧.♠❛$✐@✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦2❡ ♣.%✐♣❤.%✐@✉❡ ❡♥ %❛❞✐♦$❤.%❛♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✽✳✶ ▲❡% ❡✛❡,% ✐♥❞)%✐*❛❜❧❡% K ❧♦♥❣ ,❡*♠❡ ❞❡ ❧❛ *❛❞✐♦,❤)*❛♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✽✳✷ ▲❛ ❞♦%❡ ♣)*✐♣❤)*✐C✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✽✳✸ ❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ♣)*✐♣❤)*✐C✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✶✳✾ ❈♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✻ ▲❛ #❛❞✐♦'❤)#❛♣✐❡
▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐'.❡ ❡/' ❞❡ ♣.0/❡♥'❡. ❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❞❡
.❛♣♣❡❧❡. ❧❡/ ❜❛/❡/ ❞❡ ❧❛ ♣❤②/✐3✉❡ ♠✐/❡/ ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥/ ❝❡''❡ '❡❝❤♥✐3✉❡✳ ▲❛ ♣.♦❜❧0♠❛'✐3✉❡ ❞❡ ❧❛
❞♦/❡ ♣❤♦'♦♥ ♣.✐♠❛✐.❡ ❡' ♣0.✐♣❤0.✐3✉❡ ② /❡.❛ ❛❜♦.❞0❡✳
✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥
▲❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ .❡❣.♦✉♣❡ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ '❡❝❤♥✐3✉❡/ 3✉✐ ❢♦♥' ❛♣♣❡❧ ❛✉① .❛②♦♥♥❡♠❡♥'/ ✐♦✲
♥✐/❛♥'/ ❞❛♥/ ❧❡ ❜✉' ❞❡ '.❛✐'❡. ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❝❛♥❝0.❡✉/❡✳ ;❧✉/✐❡✉./ '❡❝❤♥✐3✉❡/ ❞❡ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡
♣❡✉✈❡♥' ='.❡ ❞✐/'✐♥❣✉0❡/✳ ❊❧❧❡/ ✈❛.✐❡♥' ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ '②♣❡ ❞❡ '✉♠❡✉. ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❞❡ /❛ ❧♦❝❛❧✐✲
/❛'✐♦♥✳ ❉❡✉① '②♣❡/ ❞❡ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡/ ❡①✐/'❡♥' ✿ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❡①'❡.♥❡ ❡' ❧❛ ❝✉.✐❡'❤0.❛♣✐❡✳
▲❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❡①'❡.♥❡ ❢❛✐' ❛♣♣❡❧ A ❞❡/ /♦✉.❝❡/ ❞✬✐..❛❞✐❛'✐♦♥ ❡①'0.✐❡✉.❡/ ❛❧♦./ 3✉❡ ❧❛ ❝✉✲
.✐❡'❤0.❛♣✐❡ ✐♠♣❧✐3✉❡ ❧✬✉'✐❧✐/❛'✐♦♥ ❞❡ /♦✉.❝❡/ A ❧✬✐♥'0.✐❡✉. ❞✉ ❝♦.♣/ ❞✉ ♣❛'✐❡♥'✳ ■❧ ❡①✐/'❡ ❛✉//✐
❧❛ .❛❞✐♦❝❤✐.✉.❣✐❡ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ♠0'❛❜♦❧✐3✉❡✳ ❈❡''❡ ❞❡.♥✐D.❡ ❝♦♥/✐/'❡ ❡♥ ❧✬❛❞♠✐✲
♥✐/'.❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ .❛❞✐♦♣❤❛.♠❛❝❡✉'✐3✉❡ ♠❛.3✉0 ❞✬✉♥ '.❛❝❡✉. 3✉✐ ✈❛ ❛✈♦✐. ✉♥❡ ♣.0❢0.❡♥❝❡ ❞❡
✜①❛'✐♦♥ /✉. ❧❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ♣❛'❤♦❧♦❣✐3✉❡/ ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❝✐❜❧❡/✳
❱❡./ ❧❛ ✜♥ ❞❡/ ❛♥♥0❡/ ✶✾✹✵✱ ❧❡/ ❛❝❝0❧0.❛'❡✉./ ❧✐♥0❛✐.❡/ ❞✬0❧❡❝'.♦♥/ ♦♥' 0'0 ✐♥'.♦❞✉✐'/ ❡♥
❝❧✐♥✐3✉❡ ❡' ✉'✐❧✐/0/ ♣♦✉. ♣.♦❞✉✐.❡ ❞❡/ .❛②♦♥/ ❳ ❞❡ ❤❛✉'❡ 0♥❡.❣✐❡ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❞❡/ ❢❛✐/❝❡❛✉①
❞✬0❧❡❝'.♦♥/✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦.'❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐..❛❞✐❛'✐♦♥✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦/❡ ♣.0❛❧❛❜❧❡ ❡/' ♥0❝❡/✲
/❛✐.❡ ❛✜♥ ❞✬0✈❛❧✉❡. ❧❛ ♣.0❝✐/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❞0❧✐✈.0❡ A ❧❛ '✉♠❡✉. ♠❛✐/ ❛✉//✐ ❞✬0✈❛❧✉❡. ❧❛ ❞♦/❡
.❡N✉❡ ♣❛. ❧❡/ '✐//✉/ ❡♥✈✐.♦♥♥❛♥'/✳ ❈❡''❡ 0'❛♣❡ ❡/' .0❛❧✐/0❡ ♣❛. ❞❡/ /②/'D♠❡/ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛'✐♦♥
❞❡ '.❛✐'❡♠❡♥' ♦✉ ❚.❡❛'♠❡♥' ;❧❛♥♥✐♥❣ ❙②/'❡♠ ✭❚;❙✮✳ ❈❡''❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛'✐♦♥✱ 3✉✐ /❡ ❢❛✐/❛✐' A
❧✬♦.✐❣✐♥❡ /✉. ❞❡/ ❝❧✐❝❤0/ .❛❞✐♦❣.❛♣❤✐3✉❡/ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥/✐♦♥/✱ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝0 ❛ ='.❡ .0❛❧✐/0❡ /✉.
❞❡/ ✐♠❛❣❡/ /❝❛♥♥♦❣.❛♣❤✐3✉❡/ ❡♥ '.♦✐/ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ❞❡♣✉✐/ ❧✬❛..✐✈0❡ ❡' ❧❛ ❣0♥0.❛❧✐/❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛
'♦♠♦❞❡♥/✐'♦♠0'.✐❡✱ '❡❝❤♥✐3✉❡ ❞✬❛❝3✉✐/✐'✐♦♥ ❞0✈❡❧♦♣♣0❡ ♣❛. ●♦❞❢.❡② ❍♦✉♥/✜❡❧❞ ❡♥ ✶✾✼✶ ❬✼❪✳
❈❡''❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦.♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛'✐♦♥ ❛ ♣❡.♠✐/ ❛✉① .❛❞✐♦'❤0.❛♣❡✉'❡/ ❡' ♣❤②/✐❝✐❡♥/ ♠0❞✐❝❛✉①
❞❡ ❞0'❡.♠✐♥❡. ♣❧✉/ ♣.0❝✐/0♠❡♥' ❧❛ ❞✐/'.✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❞❛♥/ ❧❡ ♣❛'✐❡♥'✳ ;❧✉/ '❛.❞✱ ❞✬❛✉'.❡/
'❡❝❤♥✐3✉❡/ '❡❧❧❡/ 3✉❡ ❧✬■♠❛❣❡.✐❡ ♣❛. ❘0/♦♥♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥0'✐3✉❡ ✭■❘▼ ❛♣.D/ ✶✾✼✵✮ ❡' ❧❛ ❚♦♠♦✲
❣.❛♣❤✐❡ ♣❛. ❊♠✐//✐♦♥ ❞❡ ;♦/✐'♦♥/ ✭❚❊; ❛♣.D/ ✶✾✽✵✮ ♦♥' ❛✉//✐ ❝♦♠♠❡♥❝0 A ='.❡ ✉'✐❧✐/0❡/ ❞❛♥/
❧❡ ❝❛❞.❡ ❞✉ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦.♠❛'✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲✬❛♠0❧✐♦.❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡/ /②/'D♠❡/ ❞✬✐♠❛❣❡.✐❡ ❛ ♣❡.♠✐/ ❧❡ ♣❛//❛❣❡ ❞❡ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦.✲
♠❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✸❉ A ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦.♠❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ A ♠♦❞✉❧❛'✐♦♥ ❞✬✐♥'❡♥/✐'0 ✭❘❈▼■✮ ♣✉✐/
A ❞❡/ '❡❝❤♥✐3✉❡/ ♣❧✉/ /♣0❝✐✜3✉❡/ '❡❧❧❡/ 3✉❡ ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❣✉✐❞0❡ ♣❛. ✐♠❛❣❡.✐❡ ♦✉ ❧❛ '♦♠♦✲
'❤0.❛♣✐❡✳ ❆✈❛♥' ❝❤❛3✉❡ '.❛✐'❡♠❡♥'✱ ❧❡ .❡❝♦✉./ A ❧❛ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❣✉✐❞0❡ ♣❛. ✐♠❛❣❡.✐❡ ♣❡.♠❡'
❞❡ ❝♦♥'.\❧❡. ❧❛ ♣♦/✐'✐♦♥ ❞❡/ ❝✐❜❧❡/ ♣♦✉. ♠✐❡✉① ♣♦/✐'✐♦♥♥❡. ❧❡ ♣❛'✐❡♥' ❡' /✉✐✈.❡ ❧✬0✈♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❛✲
'♦♠✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ '✉♠❡✉. ❛✜♥ ❞✬0✈❡♥'✉❡❧❧❡♠❡♥' .❡✈♦✐. ❧❛ ❜❛❧✐/'✐3✉❡ ✐♥✐'✐❛❧❡✳ ▲❡ ❜✉' ✜♥❛❧ 0'❛♥'
'♦✉❥♦✉./ ❞✬✐..❛❞✐❡. ❧❛ '✉♠❡✉. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣.❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐'0 '♦✉' ❡♥ ❧✐♠✐'❛♥' ❧❡/ .✐/3✉❡/ ❞✬❡✛❡'/
/❡❝♦♥❞❛✐.❡/ A ❝♦✉.' ❡' ❧♦♥❣ '❡.♠❡✳
✶✳✷ ❆❝❝-❧-%❛$❡✉%1 ❧✐♥-❛✐%❡1 ❞❡ ♣❛%$✐❝✉❧❡1
❆❝'✉❡❧❧❡♠❡♥'✱ ❧❡/ ❤\♣✐'❛✉① ❡' ❈❡♥'.❡ ❞❡ ▲✉''❡ ❈♦♥'.❡ ❧❡ ❈❛♥❝❡. ✭❈▲❈❈✮ ♣.♦♣♦/❡♥' ✉♥❡
♣.✐/❡ ❡♥ ❝❤❛.❣❡ ❡♥ .❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦.♠❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭.❛❞✐♦'❤0.❛♣✐❡ ♣❡.♠❡''❛♥' ❞❡ ❢❛✐.❡ ❝♦.✲
.❡/♣♦♥❞.❡ ❧❡ ♣❧✉/ ♣.0❝✐/0♠❡♥' ♣♦//✐❜❧❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞✬✐..❛❞✐❛'✐♦♥ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✼
 ✉♠❡✉$✱  ♦✉ ❡♥ ❧✐♠✐ ❛♥ ❧✬❡①♣♦.✐ ✐♦♥ ❞❡.  ✐..✉. .❛✐♥.✮✳ ▲❡  $❛✐ ❡♠❡♥ ❝♦♥.✐. ❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐$$❛✲
❞✐❛ ✐♦♥ ♣❛$ ❞❡. ❢❛✐.❝❡❛✉① ❞✬6❧❡❝ $♦♥. ♦✉ ❞❡ $❛②♦♥. ❳ ❞❡ ❤❛✉ ❡ 6♥❡$❣✐❡ ❡① ❡$♥❡. ❛✉ ♣❛ ✐❡♥ ✱
✐..✉. ❞✬✉♥ ❛❝❝6❧6$❛ ❡✉$ ❧✐♥6❛✐$❡ ♠6❞✐❝❛❧ ✭❧✐♥❛❝✮✳ ❙♦♥ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❡. ❡①♣❧✐=✉6 ❞❛♥. ❧❡. .❡❝ ✐♦♥.
=✉✐ .✉✐✈❡♥ ✳
✶✳✷✳✶ ▲❡% ❞✐✛)*❡♥,% ,②♣❡% ❞✬❛❝❝)❧)*❛,❡✉*%
▲❛ ♣$♦❞✉❝ ✐♦♥ ❞❡ $❛②♦♥. ❳ ❞✬6♥❡$❣✐❡ .✉♣6$✐❡✉$❡ ? ✸✵✵ ❦❱ ♥❡ ♣❡✉ D $❡ $6❛❧✐.6❡ ♣❛$ ❧✬✉ ✐❧✐.❛✲
 ✐♦♥ ❞❡  $❛♥.❢♦$♠❛ ❡✉$. ? ❤❛✉ ❡  ❡♥.✐♦♥✳ ❉✬❛✉ $❡. ♠♦②❡♥. ❞✬❛❝❝6❧6$❛ ✐♦♥ ❞❡. 6❧❡❝ $♦♥. ❞♦✐✈❡♥ 
D $❡ ✉ ✐❧✐.6.✳ F❛$♠✐. ❡✉① ❧❡. ♣❧✉. ✉ ✐❧✐.6. ♦♥ 6 6 ❧❡. ❜D ❛ $♦♥.✱ ❧❡. ♠✐❝$♦ $♦♥. ❛✐♥.✐ =✉❡ ❧❡.
❛❝❝6❧6$❛ ❡✉$. ❧✐♥6❛✐$❡. ❬✽❪✳ ▲✬❛❝❝6❧6$❛ ❡✉$ ❧✐♥6❛✐$❡ ❡. ❧❡ ♠♦②❡♥ ❛❝ ✉❡❧ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♣$♦❞✉❝ ✐♦♥
❞❡. ❢❛✐.❝❡❛✉① ❞❡ ❤❛✉ ❡ 6♥❡$❣✐❡ ✭❃✶ ▼❡❱✮✳ ▲❡. ❝♦♥ $❛✐♥ ❡. ❞✬❡.♣❛❝❡. ❧✐♠✐ ❡♥ ❧✬6♥❡$❣✐❡ ❞❡.
6❧❡❝ $♦♥. ? ❡♥✈✐$♦♥ ✷✺ ▼❡❱✱ ♠❛✐. ❡♥ ♣$❛ ✐=✉❡ ❝❡  ❡ 6♥❡$❣✐❡ ❡. .✉✣.❛♥ ❡ ♣♦✉$ ❧❡.  $❛✐ ❡♠❡♥ .
❛❝ ✉❡❧.✳
✶✳✷✳✷ 4*✐♥❝✐♣❡ ❞❡% ❛❝❝)❧)*❛,❡✉*% ❧✐♥)❛✐*❡%
❉❛♥. ✉♥ ❛❝❝6❧6$❛ ❡✉$ ❧✐♥6❛✐$❡ ✭❧✐♥❛❝✮ ♣♦✉$ ❧❛ $❛❞✐♦ ❤6$❛♣✐❡ ✭❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✮✱ ❧❡. 6❧❡❝ $♦♥. ❛❝✲
=✉✐R$❡♥ ❞❡ ❧✬6♥❡$❣✐❡ ♣❛$ ✐♥ ❡$❛❝ ✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ 6❧❡❝ $♦♠❛❣♥6 ✐=✉❡ ? ❤❛✉ ❡ ❢$6=✉❡♥❝❡ .②♥✲
❝❤$♦♥✐.6❡✳ ▲❛ .❡❝ ✐♦♥ ❛❝❝6❧6$❛ $✐❝❡ ✭♦✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬❛❝❝6❧6$❛ ✐♦♥✮ ❡. ❢♦$♠6❡ ❞✬✉♥ ❧♦♥❣  ✉❜❡
❝②❧✐♥❞$✐=✉❡ ❝♦♥ ❡♥❛♥ ♣❧✉.✐❡✉$. ❝♦♠♣❛$ ✐♠❡♥ . ❝✐$❝✉❧❛✐$❡.✳ ▲✬✐♥❥❡❝ ✐♦♥ ❞❡. ❣$❛♣♣❡. ❞✬6❧❡❝ $♦♥.
✭♣$♦❞✉✐ ❡. ❞❛♥. ❧❡ ❝❛♥♦♥✮ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝ ✐♦♥ ❛❝❝6❧6$❛ $✐❝❡ .❡ ❢❛✐ ❞❡ ♠❛♥✐R$❡ .②♥❝❤$♦♥✐.6❡ ❛✈❡❝
✉♥ $❛②♦♥♥❡♠❡♥ ❞❡ ♠✐❝$♦✲♦♥❞❡. ♣✉❧.6✳ ▲❡. ❢❛✐.❝❡❛✉① ❞✬6❧❡❝ $♦♥. ❞❡ ❤❛✉ ❡ 6♥❡$❣✐❡ ✭✹ ▼❡❱ ♦✉
♣❧✉.✮ ♣❡✉✈❡♥ D $❡ ❞✐$❡❝ ❡♠❡♥ ✉ ✐❧✐.6. ♣♦✉$ ❧❛  ❤6$❛♣✐❡✳ ■❧. .♦♥ ✉ ✐❧❡. ♣♦✉$ ❧❡  $❛✐ ❡♠❡♥ ❞❡.
 ✉♠❡✉$. .✉♣❡$✜❝✐❡❧❧❡. ✭❥✉.=✉✬? ❡♥✈✐$♦♥ ✼✵ ♠♠ ❞❡ ♣$♦❢♦♥❞❡✉$✮✳
▲♦$.=✉❡ ❧✬❛❝❝6❧6$❛ ❡✉$ ❡. ✉ ✐❧✐.6 ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✬6♠✐..✐♦♥ ♣❤♦ ♦♥.✱ ❧❡. 6❧❡❝ $♦♥. .♦♥ ❢♦❝❛❧✐.6.
.✉$ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❞✬6♣❛✐..❡✉$ ✜♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❛ ♦♠✐=✉❡ ✭❩✮ 6❧❡✈6✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞❡ ❧❛ .❡❝ ✐♦♥
❛❝❝6❧6$❛ $✐❝❡ ✐♠♣♦.❡ ❞❡ ❞6✈✐❡$ ❧❡ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❛✜♥ =✉✬✐❧ ♣✉✐..❡ ✐$$❛❞✐❡$ ❧❡ ♣❛ ✐❡♥ ? ♣❛$ ✐$ ❞❡
♥✬✐♠♣♦$ ❡ =✉❡❧ ❛♥❣❧❡✳ ▲❡. 6❧❡❝ $♦♥. .♦♥ ❛✐♥.✐ ❞6✈✐6. ❞❛♥. ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥6 ✐=✉❡ ❞✬❡♥✈✐$♦♥
✾✵✝✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❱✉❡ &❝❤)♠❛,✐.✉❡ ❞✬✉♥ ❛❝❝)❧)3❛,❡✉3 ❧✐♥)❛✐3❡ ❬✾❪
✽ ▲❛ #❛❞✐♦'❤)#❛♣✐❡
✶✳✸ ❈♦♠♣♦'❛♥*' ❞✬✉♥ ❧✐♥❛❝
✶✳✸✳✶ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ +❛②♦♥/ ❳
▲❡" #❛②♦♥" ❳ ✉*✐❧✐"-" ♣♦✉# ❧❡" *#❛✐*❡♠❡♥*" "♦♥* ♣#♦❞✉✐*" ♣❛# ❜#❡♠""*#❛❤❧✉♥❣ 4 ♣❛#*✐# ❞✬✉♥
❢❛✐"❝❡❛✉ ❞✬-❧❡❝*#♦♥" ❞❡ ❤❛✉*❡ -♥❡#❣✐❡ ❢#❛♣♣❛♥* ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ♠-*❛❧❧✐8✉❡ ❞❡ ❩ -❧❡✈-✱ ❣-♥-#❛❧❡♠❡♥*
❢❛✐*❡ ❞❡ *✉♥❣"*<♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥ "*#❛*✐✜- ❞❡ ❝✉✐✈#❡✲*✉♥❣"*<♥❡✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬-♥❡#❣✐❡✱
❧✬-♠✐""✐♦♥ ❞✉ #❛②♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ ❢#❡✐♥❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥* ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ❞✐#✐❣-❡ ✈❡#" ❧✬❛✈❛♥*✳
✶✳✸✳✷ ▲❡ ❝2♥❡ 3❣❛❧✐/❛5❡✉+
■♥"-#- ❞❛♥" ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉✱ ❧❡ #B❧❡ ❞✉ ❝B♥❡ -❣❛❧✐"❛*❡✉# ✭♦✉ ✜❧*#❡ ❝♦♠♣❡♥"❛*❡✉#✮ ❡"* ❞✬❤♦♠♦✲
❣-♥-✐"❡# ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❡* ❧✬-♥❡#❣✐❡ ❞✉ #❛②♦♥♥❡♠❡♥* ♣❛# ✉♥✐*- ❞❡ "✉#❢❛❝❡✳ ❙❛ ❝♦♠♣♦"✐*✐♦♥ ❛✐♥"✐
8✉❡ "❛ ❢♦#♠❡ ❝♦♥✐8✉❡ "♦♥* ❝❛❧❝✉❧-❡" ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❡* ❞✉ "♣❡❝*#❡ -♥❡#❣-*✐8✉❡ ✐♥✐✲
*✐❛❧ ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥*✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥ ❡"* ❢❛✐*❡ ❞❡ ♠❛♥✐<#❡ 4 ❣-♥-#❡# ✉♥❡ ❞✐"*#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡
❞♦"❡ ✭-♥❡#❣✐❡ ❛❜"♦#❜-❡ ♣❛# ✉♥✐*- ❞❡ ♠❛""❡✮ ✉♥✐❢♦#♠❡ 4 ✉♥❡ ♣#♦❢♦♥❞❡✉# ❞❡ ✶✵ ❝♠ ❞✬❡❛✉ ♣♦✉#
✉♥❡ ❞✐"*❛♥❝❡ "♦✉#❝❡✲"✉#❢❛❝❡ ❞❡ ✶✵✵ ❝♠ ✭❋✐❣✉#❡ ✶✳✷✮✳ ▲❛ 8✉❛❧✐*- ❞✉ ❝B♥❡ -❣❛❧✐"❛*❡✉# ✈❛ ❞♦♥❝
-*#♦✐*❡♠❡♥* ❝♦♥❞✐*✐♦♥♥❡# ❧✬❤♦♠♦❣-♥-✐*- ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❋❛✐'❝❡❛✉ ❡♥ ♣-♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧✐♥❛❝ '❛♥' ❝3♥❡ 4❣❛❧✐'❛6❡✉- ✭❛✮ ❡6 ❛✈❡❝ ❝3♥❡ 4❣❛❧✐'❛6❡✉-
✭❜✮ ❬✶✵❪
✶✳✸✳✸ ▲❡ ✜❧5+❡ ❡♥ ❝♦✐♥
▲❛ ❞✐"*#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❞♦"❡ ❞❛♥" ❧❡ ♣❛*✐❡♥* ❡"* ✜①-❡ ♣❛# ❧✬-♥❡#❣✐❡ ❡* ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❞❡
♣❤♦*♦♥"✱ ❡❧❧❡ ♥❡ "✬❛❞❛♣*❡ ❞♦♥❝ ♣❛" ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ 4 *#❛✐*❡#✳ L❛# ❛✐❧❧❡✉#"✱ "✐ ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ #❡♥❝♦♥*#❡
✉♥❡ ♦❜❧✐❝✉✐*- ❞❡ "✉#❢❛❝❡✱ ❧❛ ❞✐"*#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❞♦"❡ ❡♥ ♣#♦❢♦♥❞❡✉# "❡#❛ ♠♦❞✐✜-❡ ❡* ♥❡ "❡#❛ ♣❧✉"
❤♦♠♦❣<♥❡✳ L♦✉# ❧❛ ❝♦##❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ "✐*✉❛*✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉* ♣❛#✈❡♥✐# 4 ❛❥✉"*❡# ❧❡" ❝♦✉#❜❡" ✐"♦❞♦"❡"
✭❝♦✉#❜❡" #❡♣#-"❡♥*❛♥* ❞❛♥" ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛#*✐❝✉❧✐<#❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✐##❛❞✐-✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥* *♦✉" ❧❡"
♣♦✐♥*" #❡N♦✐✈❡♥* ❧❛ ♠O♠❡ ❞♦"❡✮ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥* ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ ❡♥ ❛♠♦♥*✳ ❈❡**❡ ❝♦##❡❝*✐♦♥ "❡ ❢❛✐* ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ✜❧*#❡ ❡♥ ❝♦✐♥ 8✉✐ "❡#❛ ✐♥*-❣#- 4 ❧❛ *O*❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝-❧-#❛*❡✉# ♣♦✉# ❛✉*♦♠❛*✐8✉❡♠❡♥*
✈❡♥✐# "❡ ♣❧❛❝❡# ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ❝❛" ❞❡ ❜❡"♦✐♥✳ ■❧ ❡"* ❣-♥-#❛❧❡♠❡♥* ❝♦♠♣♦"- ❞✬✉♥ ♠-❧❛♥❣❡
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✾
❞❡ ♣❧♦♠❜ ❡' ❞✬❛♥'✐♠♦✐♥❡ ❛✜♥ ❞✬❛--✉/❡/ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛''0♥✉❛'✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉ ❡' ❡♥ ❧✐♠✐'❡/
❧✬❡♥❝♦♠❜/❡♠❡♥'✳
✶✳✸✳✹ ▲❡& ❞✐&♣♦&✐+✐❢& ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛+✐♦♥
✶✳✸✳✹✳✶ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛,❡✉. ♣.✐♠❛✐.❡
▲❡- ❛❝❝0❧0/❛'❡✉/- ❞✐-♣♦-❡♥' ❞✬✉♥ ❝♦❧❧✐♠❛'❡✉/ ♣/✐♠❛✐/❡ ❝✐/❝✉❧❛✐/❡ 5 ♣/♦①✐♠✐'0 ❞❡ ❧❛ -♦✉/❝❡
✭❋✐❣✉/❡ ✶✳✸✮✳ ■❧ -❡ ♠❛'0/✐❛❧✐-❡ ♣❛/ ✉♥❡ ♦✉✈❡/'✉/❡ ❝♦♥✐?✉❡ ❞❛♥- ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ '✉♥❣-'@♥❡✱ ❡'
❞0✜♥✐' ❧❡ ♣❧✉- ❧❛/❣❡ ❝❤❛♠♣ ❝✐/❝✉❧❛✐/❡ ❞✐-♣♦♥✐❜❧❡✳ ❙✉/ ❧❛ ♣❧✉♣❛/' ❞❡- ❛❝❝0❧0/❛'❡✉/-✱ ❝❡ ❝❡/❝❧❡
❡-' ❧0❣@/❡♠❡♥' ♣❧✉- ♣❡'✐' ?✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✉ ❝❛//0 ❞✉ ♣❧✉- ❣/❛♥❞ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢❛D♦♥ 5 ❝❡
?✉❡ ❧❡- ❜♦/❞- ❞✉ ❝❤❛♠♣ -♦✐❡♥' ❝♦✉♣0- ❬✶✶❪✳ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛'❡✉/ ♣/✐♠❛✐/❡ ❛//G'❡ ❡♥ ❛♠♦♥' ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ /❛②♦♥♥❡♠❡♥'- ❞✐✛✉-0- ✭/❛②♦♥♥❡♠❡♥' -❡❝♦♥❞❛✐/❡ ❣0♥0/0 ♣❛/ ❧✬✐♥'❡/❛❝'✐♦♥ ❞❡-
♣❤♦'♦♥- ♣/✐♠❛✐/❡- ❛✈❡❝ ❧❡- 0❧0♠❡♥'- ❞❡ ❧❛ 'G'❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝0❧0/❛'❡✉/✮ ?✉✐ ♣♦✉//❛✐❡♥' ✐//❛❞✐❡/
✐♥✉'✐❧❡♠❡♥' ❧❡ ♣❛'✐❡♥' ❡' ♥❡ ❧❛✐--❡ ♣❛--❡/ ?✉❡ ❧❛ -❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐-❝❡❛✉ ✉'✐❧❡ ❛✉ '/❛✐'❡♠❡♥' ❞✉
♣❛'✐❡♥'✳
✶✳✸✳✹✳✷ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛,❡✉. 1❡❝♦♥❞❛✐.❡
■❧ -❡ ♣/0-❡♥'❡ -♦✉- ❧❛ ❢♦/♠❡ ❞❡ ?✉❛'/❡ ❜❧♦❝- ❞❡ '✉♥❣-'@♥❡ ✭♦✉ ♣❧♦♠❜✮ ❢♦/♠❛♥' ❞❡✉① ♠J✲
❝❤♦✐/❡- -✉♣❡/♣♦-0❡-✱ ❧✬✉♥❡ ❞❛♥- ❧❡ -❡♥- '/❛♥-✈❡/-❡ ❡' ❧✬❛✉'/❡ ❞❛♥- ❧❡ -❡♥- ❝/❛♥✐♦✲❝❛✉❞❛❧ ❞✉
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❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡% n ❬❝♠−3❪❧❛ ❞❡♥)✐%& ❛%♦♠✐7✉❡✳
▲❡) ♣❤♦%♦♥) )♦♥% ❧❡) ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡) ♣❛*%✐❝✉❧❡) ✉%✐❧✐)&❡) ❡♥ *❛❞✐♦%❤&*❛♣✐❡ ✿ ✐❧ )✬❛❣✐% )♦✐% ❞❡ *❛②♦♥)
❳ ❣&♥&*&) ♣❛* ❧❡ ❜*❡♠))%*❛❤❧✉♥❣ ❞❡ ❢❛✐)❝❡❛✉① ❞✬&❧❡❝%*♦♥) ❞♦♥% ❧✬&♥❡*❣✐❡ ✈❛*✐❡ ❞❡ ✹ / ✷✺ ▼❡❱✱
)♦✐% ❞❡ *❛②♦♥) ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❞&)✐♥%&❣*❛%✐♦♥) ♥✉❝❧&❛✐*❡) ❞❡ ❝❡*%❛✐♥) ✐)♦%♦♣❡)✳ ❊♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉*)
&♥❡*❣✐❡)✱ ❡% ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦)✐%✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❧❡✉*) ❞&♣<%) ❞✬&♥❡*❣✐❡ ✈♦♥% )❡ ❢❛✐*❡ ♣❛* ❞❡) ♣*♦❝❡))✉)
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉) 7✉❡ )♦♥% ❧✬❡✛❡% ♣❤♦%♦&❧❡❝%*✐7✉❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❈♦♠♣%♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣*♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡✳
✶✹ ▲❛ $❛❞✐♦(❤*$❛♣✐❡
■♥"❡$❛❝"✐♦♥) ♣❤♦"♦♥)✲♠❛"✐.$❡
❊✛❡# ♣❤♦#♦'❧❡❝#*✐,✉❡
❈✬❡#$ ✉♥ ♣(♦❝❡##✉# ❞✬❛❜#♦(♣$✐♦♥ ❞❛♥# ❧❡0✉❡❧ ❧❡ ♣❤♦$♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ✐♥$❡(❛❣✐$ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡# 4❧❡❝✲
$(♦♥# ❞❡# ❝♦✉❝❤❡# ♣(♦❢♦♥❞❡# ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡ ✭❋✐❣✉(❡ ✶✳✼✮✳ ■❧ #❡ ♣(♦❞✉✐$ 0✉❛♥❞ ❝❡$ 4❧❡❝$(♦♥ ❡#$
❡①♣♦#4 @ ✉♥ (❛②♦♥♥❡♠❡♥$ 4❧❡❝$(♦♠❛❣♥4$✐0✉❡ ❞✬4♥❡(❣✐❡ Eγ = hν ❛✈❡❝ Eγ > El ✭❛✈❡❝ El✱
4♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❞❡ ❧✬4❧❡❝$(♦♥✮✳
▲❡ ♣❤♦$♦4❧❡❝$(♦♥ ❡#$ 4❥❡❝$4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ 4♥❡(❣✐❡ ❝✐♥4$✐0✉❡ Ee− $❡❧❧❡ 0✉❡ ✿
Ee− = Eγ − El ✭✶✳✸✮
▲❛ ♣❡($❡ ❞✬4♥❡(❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦$♦4❧❡❝$(♦♥ ✈❛ #❡ ❢❛✐(❡ ♣❛( ✐♦♥✐#❛$✐♦♥# #✉❝❝❡##✐✈❡# ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❯♥❡
(4♦(❣❛♥✐#❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦($H❣❡ 4❧❡❝$(♦♥✐0✉❡ #❡ ♣(♦❞✉✐$ ♣♦✉( ❝♦♠❜❧❡( ❧❛ ❧❛❝✉♥❡ ❧❛✐##4❡ ♣❛( ❧✬4❧❡❝$(♦♥
❡①♣✉❧#4✳ ❊❧❧❡ ❡#$ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥4❡ ♣❛( ❧❛ (44♠✐##✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦$♦♥ ❞❡ ✢✉♦(❡#❝❡♥❝❡ ✱ ❛✐♥#✐ 0✉❡ ❞❡
❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐$4 ❞✬❡①♣✉❧#❡( ✉♥ 4❧❡❝$(♦♥ ❆✉❣❡(✳
▲❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ $♦$❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ ♣❤♦$♦4❧❡❝$(✐0✉❡ σpe ❞4♣❡♥❞ ❞✉ ♥✉♠4(♦ ❛$♦♠✐0✉❡ ❩ ❞❡
❧✬❛$♦♠❡ ❛✐♥#✐ 0✉❡ ❞❡ ❧✬4♥❡(❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦$♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$✳ ❊❧❧❡ ❡#$ ♣(♦♣♦($✐♦♥♥❡❧❧❡ @ ❩
5E−3,5γ ✳
❈✬❡#$ ❧❡ ♣(♦❝❡##✉# ♣(4❞♦♠✐♥❛♥$ ♣♦✉( ❧❡# (❛②♦♥# ❳ ❡$ γ ❞❡ ❜❛##❡ 4♥❡(❣✐❡ ✭❁✶✵✵ ❦❡❱✮✳
❊✛❡# ❈♦♠♣#♦♥
▲❛ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❈♦♠♣$♦♥ ❝♦((❡#♣♦♥❞ @ ❧✬✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❞✉ ♣❤♦$♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡# 4❧❡❝$(♦♥# ❞❡# ❝♦✉❝❤❡#
♣4(✐♣❤4(✐0✉❡#✳ ❯♥❡ ♣❛($✐❡ ❞❡ ❧✬4♥❡(❣✐❡ ❊γ ❞✉ ♣❤♦$♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❡#$ ❝4❞4❡ @ ✉♥ 4❧❡❝$(♦♥ ❞❡ ❝❡#
❝♦✉❝❤❡# ❛✈❛♥$ ❞❡ ❣4♥4(❡( ✉♥ ❛✉$(❡ ♣❤♦$♦♥ ❞✬4♥❡(❣✐❡ ✐♥❢4(✐❡✉(❡ ✭❋✐❣✉(❡ ✶✳✼✮✳ ▲✬4♥❡(❣✐❡ ❞✉
♣❤♦$♦♥ ❞✐✛✉#4 ❊γ′ ❡#$ $❡❧❧❡ 0✉❡ ✿
Eγ′ =
Eγ
1 + ε(1− cos θ) ✭✶✳✹✮
❛✈❡❝ ε =
Eγ
mec2
❧✬4♥❡(❣✐❡ (4❞✉✐$❡ ❡$ mec
2
❂ ✵✱✺✶✶ ❦❡❱ ❧✬4♥❡(❣✐❡ ❞❡ ♠❛##❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝$(♦♥✳
▲✬4♥❡(❣✐❡ ❝✐♥4$✐0✉❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝$(♦♥ ❞✐✛✉#4 ❡#$ $❡❧❧❡ 0✉❡ ✿
Ee− = Eγ − Eγ′ =
ε(1− cos θ)
1 + ε(1− cos θ)Eγ ✭✶✳✺✮
▲❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ $♦$❛❧❡ ✭σc✮ ❞4♣❡♥❞ ❧✐♥4❛✐(❡♠❡♥$ ❞✉ ♥✉♠4(♦ ❛$♦♠✐0✉❡ ❩ ❡$ ❞✐♠✐♥✉❡
0✉❛♥❞ Eγ ❛✉❣♠❡♥$❡ ✿
σc ∝
Z
Eγ
✭✶✳✻✮
▲❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✐✛4(❡♥$✐❡❧❧❡ ♣❛( ✉♥✐$4 ❞✬❛♥❣❧❡ #♦❧✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡$ ❈♦♠♣$♦♥ ❡#$ ❞♦♥♥4❡ ♣❛(
❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ❞❡ ❑❧❡✐♥✲◆✐#❤✐♥❛ ✿
dσKN (Eγ , θ)
dΩ
=
r2e
2
(
1 + cos2 θ
(1 + ε(1− cos θ))2 +
ε2(1− cos θ)2
(1 + ε(1− cos θ))3
)
✭✶✳✼✮
❛✈❡❝ ✿ re = e
2/4πε0mec
2
❂ ✷✱✽ ❢♠ ✿ (❛②♦♥ ❝❧❛##✐0✉❡ ❞❡ ❧✬4❧❡❝$(♦♥✳
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✶✺
❈!"❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐!❡
❉❛♥# ❝❡ &②♣❡ ❞❡ ♣*♦❝❡##✉#✱ ❧❡ ♣❤♦&♦♥ ✐♥&❡*❛❣✐& ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♦✉ ❞❡
❧✬6❧❡❝&*♦♥ ✭♣*♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ &*✐♣❧❡&✮✳ ▲✬6♥❡*❣✐❡ #❡✉✐❧ ;✉❡ ❞♦✐& ❛✈♦✐* ❧❡ ♣❤♦&♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥& ♣♦✉* ;✉✬✐❧
② ❛✐& ❝*6❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡ 6❧❡❝&*♦♥✲♣♦#✐&*♦♥ ❡#& ❞❡ ✶✱✵✷✷ ▼❡❱ ✭✷♠e❝
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✮✳
■❧ ❢❛✉& ;✉❡ ❧✬6♥❡*❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦&♦♥ #♦✐& 6❣❛❧❡ D ✷✱✵✹✹ ▼❡❱ ✭✹♠e❝
2
✮ ♣♦✉* ❧❛ ♣*♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡
&*✐♣❧❡&#✳
▲❡# 6♥❡*❣✐❡# ❝✐♥6&✐;✉❡# ❞✉ ♣♦#✐&*♦♥ ✭Ee+✮ ❡& ❞❡ ❧✬6❧❡❝&*♦♥ ✭Ee−✮ #♦♥& ❧✐6❡# D ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❤♦&♦♥
✭Eγ✮ ♣❛* ✿
Eγ = 2mec
2 + Ee− + Ee+ ✭✶✳✽✮
▲✬6❧❡❝&*♦♥ ❡& ❧❡ ♣♦#✐&*♦♥ #♦♥& ♣*♦❣*❡##✐✈❡♠❡♥& *❛❧❡♥&✐# ❞❛♥# ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ &*❛✈❡*#6✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡
#♦♥ ♣❛*❝♦✉*#✱ ❧❡ ♣♦#✐&*♦♥ #✬❛♥♥✐❤✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ 6❧❡❝&*♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣*♦✈♦;✉❛♥& ❛✐♥#✐ ❧✬6♠✐##✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ♣❤♦&♦♥# ❞❡ ✺✶✶ ❦❡❱ ❞❛♥# ❞❡# ❞✐*❡❝&✐♦♥# ❞✐❛♠6&*❛❧❡♠❡♥& ♦♣♣♦#6❡# ✭✶✽✵✝✮✳
▲❛ #❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡& ❡✛❡& ✈❛*✐❡ #❡❧♦♥ ❧✬6;✉❛&✐♦♥ #✉✐✈❛♥&❡ ✿
σpaire =







ψ
[
28
9 ln
2Eγ
me−c2
− 21827
]
, #✐ Eγ ≪ me−c2/(αZ1/3)
ψ
[
28
9 ln(183Z
1/3)− 227
]
, #✐ Eγ ≫ me−c2/(αZ1/3)
✭✶✳✾✮
❛✈❡❝ ✿
ψ = αr20Z
2
α = 1/137 ✿ ❝♦♥#&❛♥&❡ ❞❡ #&*✉❝&✉*❡ ✜♥❡
▲❛ #❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥&❡*❛❝&✐♦♥ ✭σpaire✮ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✈❛*✐❡ ❡♥ ❩
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❡& ❞❛♥# ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬6❧❡❝&*♦♥ ❡♥ ❩✳
❆✉$!❡- ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥-
✖ ❉✐✛✉0✐♦♥ ❚❤♦♠0♦♥ ✿
❊❧❧❡ ❝♦♥&*✐❜✉❡ ♣❡✉ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞✬❛&&6♥✉❛&✐♦♥ &♦&❛❧✳ ❈❡&&❡ ✐♥&❡*❛❝&✐♦♥ ❝♦♥❝❡*♥❡ ❧❡#
♣❤♦&♦♥# ♣❡✉ 6♥❡*❣6&✐;✉❡# ✭❁✶✵ ❦❡❱✮ ❞✐✛✉#❛♥& ✉♥❡ ♣❛*&✐❝✉❧❡ ❝❤❛*❣6❡ ❞❡ ♠❛&✐V*❡ ❛✉
*❡♣♦#✱ ❣6♥6*❛❧❡♠❡♥& ✉♥ 6❧❡❝&*♦♥ ❧✐❜*❡✱ ❝✬❡#&✲D✲❞✐*❡ ♥♦♥ ❧✐6 D ✉♥ ❛&♦♠❡✳ ▲✬❛&♦♠❡ ❞❛♥#
#♦♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❛❜#♦*❜❡ ❧❡ *❡❝✉❧ ❡& ❧❡ &*❛♥#❢❡*& ❞✬6♥❡*❣✐❡ ❡#& ❛❧♦*# ♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✿ ❧❡ ♣❤♦&♦♥
❡#& ❥✉#&❡ ❞6✈✐6 #❛♥# ♣❡*&❡ ❞✬6♥❡*❣✐❡
✖ ❉✐✛✉0✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✿
❈♦♠♠❡ ♣♦✉* ❧❛ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❚❤♦♠#♦♥✱ ❧❡ ♣❤♦&♦♥ #✉❜✐& ✉♥❡ #✐♠♣❧❡ ❞6✈✐❛&✐♦♥ #❛♥# ♣❡*&❡
❞✬6♥❡*❣✐❡✳ ▲❛ ❞✐✛6*❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛✉#✐♦♥ ❚❤♦♠#♦♥ ❡#& ;✉✬❡❧❧❡ #✬❡✛❡❝&✉❡ #✉* ❞❡# ♣❛*&✐✲
❝✉❧❡# ❝❤❛*❣6❡# ❧✐6❡# D ❞❡# ❛&♦♠❡#
✖ ❘(❛❝&✐♦♥ ♣❤♦&♦✲♥✉❝❧(❛✐"❡ ✿
▲♦*#;✉❡ ❧✬6♥❡*❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦&♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥& ❡#& #✉♣6*✐❡✉*❡ D ❧✬6♥❡*❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐#♦♥ ❞❡# ♥✉❝❧6♦♥#
❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞♦♥♥6✱ ❝❡ ❞❡*♥✐❡* ♣❡✉& Y&*❡ ❝❛♣&✉*6 ♣❛* ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❈❡&&❡ ❛❜#♦*♣&✐♦♥ #❡*❛
#✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧✬6♠✐##✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉*# ♥❡✉&*♦♥# ✭γ✱①♥✮ ♦✉ ♣*♦&♦♥ ✭γ✱♣✮✳ ❈❡ ♣*♦❝❡##✉#
#❡*❛ ❛❜♦*❞6 ❡♥ ❞6&❛✐❧ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐&*❡ ✷
✶✻ ▲❛ $❛❞✐♦(❤*$❛♣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ▲❡& ❞✐✛*+❡♥-❡& ✐♥-❡+❛❝-✐♦♥& ♣❤♦-♦♥✲♠❛-✐5+❡ ✿ ❡✛❡- ♣❤♦-♦*❧❡❝-+✐8✉❡ ✭❛✮✱ ❡✛❡- ❈♦♠♣-♦♥
✭❜✮ ❡- ❝+*❛-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐+❡ ✭❝✮
▲✐❜#❡ ♣❛#❝♦✉#* ♠♦②❡♥
▲❡ ❧✐❜%❡ ♣❛%❝♦✉%+ ❞✬✉♥ ♣❤♦0♦♥ ❡+0 ❞1✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐+0❛♥❝❡ l ♣❛%❝♦✉%✉❡ ❡♥0%❡ ❧❡ ♣♦✐♥0
❞✬❡♥0%1❡ x = 0✱ ❡0 ❧❡ ♣♦✐♥0 x ♦5 ❧❡ ♣❤♦0♦♥ ✐♥0❡%❛❣✐0✳ ▲❛ ❞❡♥+✐01 ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐01 ❞❡+ ❧✐❜%❡+
♣❛%❝♦✉%+ ♣♦++✐❜❧❡+ ❞❛♥+ ✉♥ ♠❛01%✐❛✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ❞✬❛001♥✉❛0✐♦♥ µ ❡+0 ❞♦♥♥1❡ ♣❛% ✿
f(l) = µ. exp−µl ✭✶✳✶✵✮
>♦✉% ❥✉❣❡% ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐01 ❞❡ ♣1♥10%❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦0♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛0✐@%❡✱ ♦♥ ❞1✜♥✐0 ❧❡ ❧✐❜%❡
♣❛%❝♦✉%+ ♠♦②❡♥ l̄ ❬❝♠−1❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡✉% ❝♦%%❡+♣♦♥❞❛♥0 D ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 0♦✉+ ❧❡+ ♣❛%✲
❝♦✉%+ ♣♦++✐❜❧❡+✳ ❈❡00❡ ✈❛❧❡✉% +❡ ❝❛❧❝✉❧❡ D ♣❛%0✐% ❞❡ ❧❛ ❞❡♥+✐01 ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐01 ❡♥ ❡✛❡❝0✉❛♥0 ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 0♦✉+ ❧❡+ ❧✐❜%❡+ ♣❛%❝♦✉%+ ♣♦++✐❜❧❡+✱ ♣♦♥❞1%1❡ ♣❛% ❧❡✉% ♣%♦❜❛❜✐❧✐01 %❡+♣❡❝0✐✈❡ ✿
l̄ =
∫ +∞
0
lf(l)dl =
∫ +∞
0
lµ exp−µl dl ✭✶✳✶✶✮
❈❡ I✉✐ ❝♦♥❞✉✐0 ✜♥❛❧❡♠❡♥0 D ✿
l̄ =
1
µ
✭✶✳✶✷✮
▲✬1✈♦❧✉0✐♦♥ ❞✉ ❧✐❜%❡ ♣❛%❝♦✉%+ ♠♦②❡♥ ❞❡+ ♣❤♦0♦♥+ ❞❛♥+ ❧✬❡❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉% 1♥❡%❣✐❡
❡+0 ❞♦♥♥1❡ ♣❛% ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳ ■❧ ♣❡✉0 N0%❡ ❝♦♥+0❛01 I✉✬❛✉✲❞❡❧D ❞❡ ✸✵ ❦❡❱✱ ❧❡+ ❧✐❜%❡+ ♣❛%❝♦✉%+
♠♦②❡♥+ +♦♥0 0%@+ %❛♣✐❞❡♠❡♥0 ❝❡♥0✐♠10%✐I✉❡+✳
Eγ ❬❦❡❱❪ ✶✵ ✺✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✺✵✵ ✶✵✵✵ ✷✵✵✵ ✸✵✵✵
l̄ ❬❝♠❪ ✵✱✶✻ ✹✱✻ ✻✱✵ ✼✱✹ ✶✵✱✶ ✶✹✱✷ ✷✵✱✺ ✷✻✱✶
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ▲✐❜+❡& ♣❛+❝♦✉+& ♠♦②❡♥& ❞❡& ♣❤♦-♦♥& ❞❛♥& ❧✬❡❛✉ ❬✶✻❪
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✶✼
✶✳✺✳✶✳✷ ▲❡& '❧❡❝*+♦♥&
▲❡" ♣$♦♣$✐'('" ❞✬✐♥(❡$❛❝(✐♦♥ ❞❡" '❧❡❝($♦♥" ✭♣❛$(✐❝✉❧❡" ❝❤❛$❣'❡" ❞✐$❡❝(❡♠❡♥( ✐♦♥✐"❛♥(❡"✮ ❛✈❡❝
❧❛ ♠❛(✐6$❡ "♦♥( ❡""❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❧✐'❡" 7 ❧❡✉$ ❝❤❛$❣❡ '❧❡❝($✐8✉❡✳ ▲♦$"8✉✬✉♥ '❧❡❝($♦♥ ($❛✈❡$"❡ ✉♥
♠✐❧✐❡✉✱ "♦♥ ✐♥(❡$❛❝(✐♦♥ "❡ ❢❡$❛ "♦✐( ❛✈❡❝ ❧❡" '❧❡❝($♦♥" ♦$❜✐(❛✉① ❞❡" ❛(♦♠❡" ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ "♦✐(
❞✐$❡❝(❡♠❡♥( ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❈❡" ✐♥(❡$❛❝(✐♦♥" ♣❡✉✈❡♥( @($❡ '❧❛"(✐8✉❡" ✭'❧❡❝($♦♥ ❞'✈✐' ❞❡ "❛ ($❛✲
❥❡❝(♦✐$❡ ✐♥✐(✐❛❧❡ "❛♥" ♣❡$(❡ ❞✬'♥❡$❣✐❡✮ ♦✉ ✐♥'❧❛"(✐8✉❡" ✭($❛♥"❢❡$( ❞✬'♥❡$❣✐❡ 7 ✉♥ '❧❡❝($♦♥ ♦$❜✐(❛❧
♦✉ '♠✐""✐♦♥ ❞✬'♥❡$❣✐❡ "♦✉" ❢♦$♠❡ ❞❡ $❛②♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❢$❡✐♥❛❣❡✮✳ ▲❡" '❧❡❝($♦♥" ✈♦♥( ♣❡$❞$❡
♣$♦❣$❡""✐✈❡♠❡♥( ❧❡✉$ '♥❡$❣✐❡ ❝✐♥'(✐8✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ "♦✐( ♣❛$ ❝♦❧❧✐"✐♦♥ ❧♦$" ❞✬✉♥❡ ✐♥(❡$❛❝✲
(✐♦♥ '❧❡❝($♦♥✲'❧❡❝($♦♥ ✭✐♦♥✐"❛(✐♦♥✲❡①❝✐(❛(✐♦♥✮ "♦✐( ♣❛$ ❢$❡✐♥❛❣❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ ✐♥(❡$❛❝(✐♦♥
'❧❡❝($♦♥✲♥♦②❛✉✳
■♥*❡+❛❝*✐♦♥& '❧❡❝*+♦♥✲♠❛*✐3+❡
❊❧❡❝$%♦♥✲)❧❡❝$%♦♥
▲✬✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥$&❡ ✉♥ .❧❡❝$&♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❡$ ✉♥ .❧❡❝$&♦♥ ♦&❜✐$❛❧ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❛$♦♠✐0✉❡ 1❡ ♠❛♥✐❢❡1$❡ 1♦✉1 ❢♦&♠❡ ❞✬✐♦♥✐1❛$✐♦♥ ♦✉ ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ▲❡ ♣❤.♥♦♠7♥❡
❞✬✐♦♥✐1❛$✐♦♥ 1❡ ♣&♦❞✉✐$ 0✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ $&❛♥1❢❡&$ ❞✬.♥❡&❣✐❡ : ✉♥ .❧❡❝$&♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ 0✉✐ ❡1$ .❥❡❝$.
❞❡ ❧✬❛$♦♠❡✳ ❈❡$$❡ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ ♥✬❛ ❧✐❡✉ 0✉❡ 0✉❛♥❞ ❧✬.❧❡❝$&♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❛ ✉♥❡ .♥❡&❣✐❡ 1✉♣.&✐❡✉&❡
: ❧✬.♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐1♦♥ ❞❡ ❧✬.❧❡❝$&♦♥ ❞✉ ❝♦&$7❣❡ .❧❡❝$&♦♥✐0✉❡✳ ▲❡ ♣❤.♥♦♠7♥❡ ❞✬❡①❝✐$❛$✐♦♥ 1❡
♣&♦❞✉✐$ 0✉❛♥❞ ❧❡ $&❛♥1❢❡&$ ❞✬.♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✬.❧❡❝$&♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❡1$ ✐♥❢.&✐❡✉& : ❧✬.♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐1♦♥
❞❡ ❧✬.❧❡❝$&♦♥ ♦&❜✐$❛❧✳ ❈❡$ .❧❡❝$&♦♥ ✈❛ ♣❛11❡& ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ .❧❡❝$&♦♥✐0✉❡ : ✉♥❡ ❛✉$&❡ ❝♦✉❝❤❡✳ ■❧
② ❛ ❛✐♥1✐ ✉♥❡ ❡①❝✐$❛$✐♦♥ ❞✉ ❝♦&$7❣❡ .❧❡❝$&♦♥✐0✉❡ 0✉✐ ✈❛ 1✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡& ❞✬✉♥ &.❛&&❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡
❝❡ ❝♦&$7❣❡ ❛✈❡❝ .♠✐11✐♦♥ ❞❡ &❛②♦♥♥❡♠❡♥$ .❧❡❝$&♦♠❛❣♥.$✐0✉❡ ✭❳✱ ❯❱✮ ♦✉ ❞✬.❧❡❝$&♦♥ ❆✉❣❡&✳
▲❡ ♣♦✉✈♦✐& ❞✬❛&&F$✱ ♣❡&$❡ ❞✬.♥❡&❣✐❡ ♣❛& ✉♥✐$. ❞❡ ♣❛&❝♦✉&1✱ ❡1$ ❞♦♥♥.❡ ♣❛& ✿
−
(
dE
dx
)
col
=
4πe4nk20
mc2β2
[
ln
mc2τ
√
τ + 2√
2I
]
+ F±(β) ✭✶✳✶✸✮
❛✈❡❝ ✿
F−(β) =
1− β2
2
[
1 +
τ2
8
− (2τ + 1) ln 2
]
✭✶✳✶✹✮
♣♦✉. ❧❡0 1❧❡❝2.♦♥0 ❡2 ✿
F+(β) = ln 2− β
2
24
[
23 +
14
τ + 2
+
10
(τ + 2)2
+
4
(τ + 2)3
]
✭✶✳✶✺✮
♣♦✉. ❧❡0 ♣♦0✐2.♦♥0✳
❛✈❡❝ ✿
K0 ✿ ✽✱✾✾×✶✵9 ◆✳♠2✳❈−2
m✱ e ✿ .❡0♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2 ♠❛00❡ ❛✉ .❡♣♦0 ❡2 ❝❤❛.❣❡ ❞❡ ❧✬1❧❡❝2.♦♥
c ✿ ❝1❧1.✐21 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐A.❡ ❞❛♥0 ❧❡ ✈✐❞❡ ✭3× 108 ♠✳0−1✮
n ✿ ♥♦♠❜.❡ ❞✬❛2♦♠❡0 ♣❛. ✉♥✐21 ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
β ✿ v/c
I ✿ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣♦2❡♥2✐❡❧ ❞✬✐♦♥✐0❛2✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ 2.❛✈❡.01
✶✽ ▲❛ $❛❞✐♦(❤*$❛♣✐❡
❊❧❡❝$%♦♥✲♥♦②❛✉
❈✬❡#$ ✉♥❡ ✐♥$❡(❛❝$✐♦♥ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❡♥$(❡ ❧✬/❧❡❝$(♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$ ❡$ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛$♦♠❡✳ ❊❧❧❡
#❡ ♣(♦❞✉✐$ 5✉❛♥❞ ✉♥ /❧❡❝$(♦♥ ❞✬/♥❡(❣✐❡ ❝✐♥/$✐5✉❡ ✐♠♣♦($❛♥$❡ ♣❛##❡ ❛✉ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉✳
❙❛ $(❛❥❡❝$♦✐(❡ ❡#$ ❞/✈✐/❡ ❡$ ✐❧ #✉❜✐$ ✉♥❡ ❝♦✉(❜✉(❡ ❞❡ ❧❛ $(❛❥❡❝$♦✐(❡ ❞✉❡ : ❧✬❡✛❡$ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❛✉5✉❡❧ ✐❧ ❡#$ #♦✉♠✐#✳ ❉✬❛♣(># ❧❡# ❧♦✐# ❞❡ ❧✬/❧❡❝$(♦♠❛❣♥/$✐#♠❡ ❝❧❛##✐5✉❡✱
$♦✉$❡ ♣❛($✐❝✉❧❡ ❝❤❛(❣/❡ #♦✉♠✐#❡ : ✉♥❡ ❝♦✉(❜✉(❡ ❞❡ ❧❛ $(❛❥❡❝$♦✐(❡ /♠❡$ ✉♥ (❛②♦♥♥❡♠❡♥$ /❧❡❝✲
$(♦♠❛❣♥/$✐5✉❡ $(❛♥#♣♦($❛♥$ ✉♥❡ /♥❡(❣✐❡ ♣(♦♣♦($✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛((/ ❞❡ ❧✬❛❝❝/❧/(❛$✐♦♥ 5✉✬❡❧❧❡
#✉❜✐$✳ ❈❡❧❛ #❡ $(❛❞✉✐$ ♣❛( ✉♥ (❛❧❡♥$✐##❡♠❡♥$ ✭♦✉ ❢(❡✐♥❛❣❡✮ ❛✈❡❝ /♠✐##✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡(❣✐❡ ♣❡(❞✉❡
♣❛( ❧❛ ♣❛($✐❝✉❧❡ #♦✉# ❢♦(♠❡ ❞❡ (❛②♦♥♥❡♠❡♥$ ❳ ✭❜(❡♠##$(❛❤❧✉♥❣✮✳
▲❡ ♣♦✉✈♦✐( ❞✬❛((F$ ♣❛( (❛❞✐❛$✐♦♥ ❡#$ ❝❛(❛❝$/(✐#$✐5✉❡ ❞❡ ❧✬/❧❡❝$(♦♥ ❡♥ (❛✐#♦♥ ❞❡ #❛ ♠❛##❡
♣❡✉ ✐♠♣♦($❛♥$❡ ✭#❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣(♦❝❡##✉# ✐♥✈❡(#❡♠❡♥$ ♣(♦♣♦($✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❛((/ ❞❡ ❧❛
♠❛##❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛($✐❝✉❧❡✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥#✐❞>(❡ ❞❡# /❧❡❝$(♦♥# ❡$ ♣♦#✐$(♦♥# ❛✈❡❝ ✉♥❡ /♥❡(❣✐❡ ❝✐♥/$✐5✉❡
❚ ✭▼❡❱✮ ❞❛♥# ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♥♦♠❜(❡ ❛$♦♠✐5✉❡ ❩✱ ❧❛ ♣❡($❡ ❞✬/♥❡(❣✐❡ ❞✉❡ : ❝❡$$❡ /♠✐##✐♦♥ ❡#$
❞♦♥♥/❡ ♣❛( ❧❛ (❡❧❛$✐♦♥ #❡♠✐✲❡♠♣✐(✐5✉❡ ✿
−
(
dE
dx
)
rad
=
ZT
800
(
dE
dx
)
col
✭✶✳✶✻✮
 ❛"❝♦✉"& ❞❡& )❧❡❝+"♦♥&
▲❛ $(❛❥❡❝$♦✐(❡ ❞✬✉♥ /❧❡❝$(♦♥ ❞❛♥# ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡#$ #♦✉✈❡♥$ ♣❧✉# #✐♥✉❡✉#❡ 5✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡
♣❛($✐❝✉❧❡ ❧♦✉(❞❡ ❝❤❛(❣/❡ ❡♥ (❛✐#♦♥ ❞❡# ❣(❛♥❞# $(❛♥#❢❡($# ❞✬/♥❡(❣✐❡ ♣♦##✐❜❧❡# : ❝❤❛5✉❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥✳
▲❡ ♣❛(❝♦✉(# ✭Rp✮ ❡#$ ❞/✜♥✐$ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛$$❡✐♥$❡ ♣❛( ✉♥ /❧❡❝$(♦♥ ❞❛♥# ❧❛
❞✐(❡❝$✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥$❡ ✐♥✐$✐❛❧❡✳ ■❧ ❡#$ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡(❣✐❡ ❞❡ ❧✬/❧❡❝$(♦♥ ❞❛♥# ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞♦♥♥/✱ ❡$
♣❡✉$ F$(❡ ❡①♣(✐♠/ ♣❛( ❧❛ (❡❧❛$✐♦♥ ❡♠♣✐(✐5✉❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿
Rp =
∫ 0
E0
dE
Stot(E)
✭✶✳✶✼✮
❆✈❡❝ E0✱ ❧✬/♥❡(❣✐❡ ✐♥✐$✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬/❧❡❝$(♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ $❛&❝♦✉&* ❞❡* -❧❡❝/&♦♥* ❬✶✼❪
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✶✾
▲❡ ♣♦✉✈♦✐' ❞✬❛''+, ,♦,❛❧ ✭Stot(E)✮ ❞❡ ❧✬0❧❡❝,'♦♥ ❞✬0♥❡'❣✐❡ E ❡4, ,❡❧ 5✉❡ ✿
Stot = Scol + Srad ✭✶✳✶✽✮
❆✈❡❝ Scol ❡, Srad '❡4♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, ❧❡4 ♣♦✉✈♦✐'4 ❞✬❛''+, ♣❛' ❝♦❧❧✐4✐♦♥ ❡, ♣❛' '❛❞✐❛,✐♦♥ ❞❡
❧✬0❧❡❝,'♦♥✳
▲❡4 ♣❛'❝♦✉'4 ❡①♣'✐♠04 ♣❛' ❧❡ ❈❙❉❆ ✭❈♦♥,✐♥✉♦✉4 ❙❧♦✇✐♥❣ ❉♦✇♥ ❆♣♣'♦①✐♠❛,✐♦♥✮ ❬❣✳❝♠
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❪
4♦♥, '❡❣'♦✉♣04 ❞❛♥4 ❧❡4 ,❛❜❧❡4 ❞✉ ◆■❙❚ ❬✶✽❪✳ ■❧ 4✉✣, ❞❡ ❞✐✈✐4❡' ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞✉ ❈❙❉❆ ♣❛' ❧❛
♠❛44❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ ❞✉ ♠❛,0'✐❛✉ ♣♦✉' ♦❜,❡♥✐' ❧❡ ♣❛'❝♦✉'4 ❡♥ ❝♠ ❞❡ ❧✬ 0❧❡❝,'♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ $❛&❝♦✉&* ❈❙❉❆ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡4 ♣♦✉✈♦✐& ❞✬❛&&:4 ✭❞&♦✐4❡✮ ❞❡* ;❧❡❝4&♦♥* ❞❛♥* ❧✬❡❛✉ ❬✶✽❪
✶✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♣♦✉. ❧❡, .❛②♦♥♥❡♠❡♥2, ✐♦♥✐,❛♥2, ✿ ❧❡, ❣.❛♥❞❡✉.,
❞♦,✐♠62.✐7✉❡,
❉❛♥4 ❝❡,,❡ 4❡❝,✐♦♥✱ ✐❧ 4❡'❛ ❢❛✐, ✉♥ '❛♣♣❡❧ ❞❡4 ❞✐✛0'❡♥,❡4 ❣'❛♥❞❡✉'4 ❞♦4✐♠0,'✐5✉❡4 ✉,✐❧✐40❡4
❡♥ ♣❤②4✐5✉❡ ♠0❞✐❝❛❧❡ ❡, '❛❞✐♦♣'♦,❡❝,✐♦♥ ♣♦✉' 0✈❛❧✉❡' ❞❡ ♠❛♥✐M'❡ 5✉❛♥,✐,❛,✐✈❡ ❧❡4 ❡①♣♦4✐,✐♦♥4
❛✉① '❛②♦♥♥❡♠❡♥,4 ✐♦♥✐4❛♥,4✳
✶✳✺✳✷✳✶ ❊♥❡'❣✐❡ ❞+♣♦.+❡
▲✬0♥❡'❣✐❡ ❞0♣♦40❡ ❞❛♥4 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦''❡4♣♦♥❞ N ❧❛ 4♦♠♠❡ ❞❡ ,♦✉4 ❧❡4 ❞0♣O,4 ❞✬0♥❡'❣✐❡
❞❛♥4 ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ,❡❧ 5✉❡ ✿
ε =
n
∑
i
εi ✭✶✳✶✾✮
♦Q εi✱ ❡4, ❧❡ ❞0♣O, ❞✬0♥❡'❣✐❡ ❝♦♥40❝✉,✐❢ N ✉♥❡ ✐♥,❡'❛❝,✐♦♥ ✿
εi = εin − εout
∑
Q ✭✶✳✷✵✮
❛✈❡❝ εin ❧✬0♥❡'❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥,❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛',✐❝✉❧❡ ✐♦♥✐4❛♥,❡ ✭0♥❡'❣✐❡ ❞❡ ♠❛44❡ ❡①❝❧✉❡✮✱ εout ❧❛
4♦♠♠❡ ❞❡ ,♦✉,❡4 ❧❡4 0♥❡'❣✐❡4 4♦',❛♥, ❞❡ ❧✬✐♥,❡'❛❝,✐♦♥ 4♦✉4 ❢♦'♠❡ ❞❡ ♣❛',✐❝✉❧❡4 ✐♦♥✐4❛♥,❡4
✭0♥❡'❣✐❡ ❞❡ ♠❛44❡ ❡①❝❧✉❡✮✱ ❡,
∑
Q ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬0♥❡'❣✐❡ ❞❡ ♠❛44❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡, ❞❡
,♦✉,❡4 ❧❡4 ♣❛',✐❝✉❧❡4 ✐♠♣❧✐5✉0❡4 ❞❛♥4 ❧✬✐♥,❡'❛❝,✐♦♥✳
❙♦♥ ✉♥✐,0 ❡4, ❧❡ ❏♦✉❧❡ ❬❏❪✳
✷✵ ▲❛ $❛❞✐♦(❤*$❛♣✐❡
✶✳✺✳✷✳✷ ❉♦&❡ ❛❜&♦*❜+❡
▲❛ ❞♦$❡ ❛❜$♦'❜(❡ ❡$) ❞(✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐$)'✐❜✉)✐♦♥ ❞✬(♥❡'❣✐❡ ❞(♣♦$(❡ ❞❛♥$
✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠❛)✐6'❡ ❞❡ ♠❛$$❡ dm ♣❛' ❧❡ '❛②♦♥♥❡♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥) ✿
D =
dε̄
dm
✭✶✳✷✶✮
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❪ (C✉✐✈❛❧❡♥) ❞✉ ❣'❛② ❬●②❪✳ ❈✬❡$) ❧❛ ❣'❛♥❞❡✉' ♣❤②$✐C✉❡ ❞❡ ❜❛$❡
❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦$❡ ❡) ❡♥ ♣'♦)❡❝)✐♦♥ '❛❞✐♦❧♦❣✐C✉❡✳ ❊❧❧❡ $✬❛♣♣❧✐C✉❡ G )♦✉$ ❧❡$ )②♣❡$ ❞❡ '❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥)$ ✭❞✐'❡❝)❡♠❡♥) ❡) ✐♥❞✐'❡❝)❡♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥)$✮ ❞❛♥$ )♦✉$ )②♣❡$ ❞❡ ❣(♦♠()'✐❡$✳ ❉❛♥$ ❧❡
❝❛$ ❞❡$ '❛②♦♥♥❡♠❡♥)$ ✐♥❞✐'❡❝)❡♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥)$✱ ❧✬(♥❡'❣✐❡ ❡$) ❞✬❛❜♦'❞ )'❛♥$❢('(❡ ❛✉① ♣❛')✐❝✉❧❡$
❝❤❛'❣(❡$ $❡❝♦♥❞❛✐'❡$ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ $♦✉$ ❢♦'♠❡ ❞✬(♥❡'❣✐❡ ❝✐♥()✐C✉❡✳ ❈❡$ ❞❡'♥✐6'❡$ ✈♦♥) ❡♥$✉✐)❡
♣❡'❞'❡ ❧❡✉' (♥❡'❣✐❡ ♣❛' ❝♦❧❧✐$✐♦♥ ♦✉ '❛②♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ❢'❡✐♥❛❣❡✳
✶✳✺✳✷✳✸ ❑❡*♠❛
▲❡ ❦❡'♠❛ ✭✧❦✐♥❡)✐❝ ❡♥❡'❣② '❡❧❡❛$❡❞ ♣❡' ✉♥✐) ♠❛$$✧✮ ♥❡ $✬❛♣♣❧✐C✉❡ C✉✬❛✉① '❛②♦♥♥❡♠❡♥)$ ✐♥✲
❞✐'❡❝)❡♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥)$ )❡❧$ C✉❡ ❧❡$ ♣❤♦)♦♥$ ❡) ♥❡✉)'♦♥$✳ ■❧ ♣❡'♠❡) ❧❛ C✉❛♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬(♥❡'❣✐❡
♠♦②❡♥♥❡ )'❛♥$❢('(❡ ♣❛' ❧❡$ '❛②♦♥♥❡♠❡♥)$ ✐♥❞✐'❡❝)❡♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥)$ ❛✉① '❛②♦♥♥❡♠❡♥)$ ❞✐'❡❝)❡✲
♠❡♥) ✐♦♥✐$❛♥)$✳
▲❡ ❦❡'♠❛ ❡$) ❞♦♥❝ ❞(✜♥✐) ❝♦♠♠❡ ❧❡ C✉♦)✐❡♥) ❞❡ ❧❛ $♦♠♠❡ ❞❡$ (♥❡'❣✐❡$ ❝✐♥()✐C✉❡$ ✐♥✐✲
)✐❛❧❡$ dEtr ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣❛')✐❝✉❧❡$ ❝❤❛'❣(❡$ ♠✐$❡$ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥) ♣❛' ❧❡$ ♣❛')✐❝✉❧❡$ ♥♦♥
❝❤❛'❣(❡$ ❞❛♥$ ✉♥ (❧(♠❡♥) ❞❡ ♠❛)✐6'❡ ❞❡ ♠❛$$❡ dm ✿
K =
dEtr
dm
✭✶✳✷✷✮
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❪ ♦✉ ❬●②❪✳
✶✳✺✳✷✳✹ ❘❡❧❛2✐♦♥ ❡♥2*❡ ❞♦&❡ ❡2 ❦❡*♠❛
❉❛♥$ ✉♥ (❧(♠❡♥) ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♦♥ ♣❛'❧❡ ❞✬(C✉✐❧✐❜'❡ (❧❡❝)'♦♥✐C✉❡ ✭♦✉ ❞✬(C✉✐❧✐❜'❡ ❞❡$ ♣❛')✐❝✉❧❡$
❝❤❛'❣(❡$✮ C✉❛♥❞ ❧❡$ (❧❡❝)'♦♥$ ♠✐$ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥) ♣❛' ❧❡$ ♣❛')✐❝✉❧❡$ ♥❡✉)'❡$ ❡) C✉✐ ❡♥)'❡♥)
❞❛♥$ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ $♦♥) ❛✉$$✐ ♥♦♠❜'❡✉① C✉❡ ❧❡$ (❧❡❝)'♦♥$ C✉✐ ❡♥ $♦')❡♥)✳ ▲♦'$C✉❡ ❝❡) (C✉✐❧✐❜'❡
❡$) ❛))❡✐♥)✱ ❧❛ ❞♦$❡ ❛❜$♦'❜(❡ ❡$) ❞(✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣'♦❞✉✐) ❞✉ ❦❡'♠❛ ♣❛' ❧❡ '❛♣♣♦') ❞❡$
❝♦❡✣❝✐❡♥)$ ♠❛$$✐C✉❡$ ❞❡ )'❛♥$❢❡') ❡♥ (♥❡'❣✐❡ ✭µtr/ρ✮ ❡) ❞✬❛❜$♦'♣)✐♦♥ ❡♥ (♥❡'❣✐❡ ✭µab/ρ✮ ✿
D = K × (µtr/ρ)
(µab/ρ)
✭✶✳✷✸✮
✶✳✺✳✸ $%♦♣%✐)*)+ ❞♦+✐♠)*%✐.✉❡+ ❞❡+ ❢❛✐+❝❡❛✉① ❞❡ ♣❤♦*♦♥+
▲❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛)✐♦♥ ❞♦$✐♠()'✐C✉❡ ❞✬✉♥ )'❛✐)❡♠❡♥) ❞❡ '❛❞✐♦)❤('❛♣✐❡ ❡) $♦♥ ❡①(❝✉)✐♦♥ ♥(❝❡$$✐)❡♥)
❧❛ ♣❛'❢❛✐)❡ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ❞❡$ ♣'♦♣'✐()($ ❞♦$✐♠()'✐C✉❡$ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞✬✐''❛❞✐❛)✐♦♥✳ ■❧ ❡$) ❛❧♦'$
♥(❝❡$$❛✐'❡ ❞❡ ❝❛'❛❝)('✐$❡' ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦)♦♥$ ♣❛' ❧❛ ♠❡$✉'❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐$)'✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦$❡
❞❛♥$ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐''❛❞✐(✳
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✷✶
✶✳✺✳✸✳✶ ▲❡& ❯♥✐*+& ▼♦♥✐*❡✉/& ✭❯▼✮
 ❡♥❞❛♥% %♦✉%❡ ❧✬✐++❛❞✐❛%✐♦♥✱ ❧❡ ❞-❜✐% ❞❡ ❞♦/❡✱ ❧✬❤♦♠♦❣-♥-✐%- ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❧❛ /②♠-%+✐❡ ❞✉ ❢❛✐/✲
❝❡❛✉ /♦♥% ❝♦♥%+8❧-/ ❡♥ ❝♦♥%✐♥✉ ♣❛+ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜+❡ ❞✬✐♦♥✐/❛%✐♦♥ : %+❛♥/♠✐//✐♦♥ ❝♦♥/%✐%✉❛♥% ❧❡
♠♦♥✐%❡✉+✳  ♦✉+ ❧❛ /-❝✉+✐%- ❞✉ ♣❛%✐❡♥%✱ ❞❡✉① ❝❤❛♠❜+❡/ ❞✬✐♦♥✐/❛%✐♦♥/ +❡❧✐-❡/ : ❞❡✉① /②/%=♠❡/ ❞❡
❧❡❝%✉+❡ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥%/ /♦♥% ✉%✐❧✐/-❡/✳ ▲❛ +-♣♦♥/❡ ❞❡ ❝❡/ ❝❤❛♠❜+❡/ ❛✉ ❞-❜✐% ❞❡ ❞♦/❡ /✬❡①♣+✐♠❡
❡♥ ✉♥✐%- ♠♦♥✐%❡✉+ ✭❯▼✮✳ ❈❡%%❡ ✉♥✐%- ❡/% ✉♥❡ ✉♥✐%- ♠❛❝❤✐♥❡ 3✉✐ ✜①❡ ❧❛ ❞✉+-❡ ❞❡ ❧✬✐++❛❞✐❛%✐♦♥✱
❞♦♥❝ ❧❛ 3✉❛♥%✐%- ❞❡ ❞♦/❡ ❞-❧✐✈+-❡✳ ▲❛ /❡♥/✐❜✐❧✐%- -❧❡❝%+♦♥✐3✉❡ ❞❡/ ❝❤❛♠❜+❡/ ❡/% ❛❥✉/%-❡ ♣♦✉+
3✉❡ ✶ ❯▼ ❝♦++❡/♣♦♥❞❡ : ✉♥❡ ❞♦/❡ ❞❡ ✶ ❝●② ❞-♣♦/-❡ ❞❛♥/ ✉♥ ❢❛♥%8♠❡ ❞✬❡❛✉ : ✉♥❡ ♣+♦❢♦♥✲
❞❡✉+ ❞❡ +-❢-+❡♥❝❡✱ /✉+ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♣♦✉+ ✉♥❡ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✶✵×✶✵ ❝♠2 : ❧❛ ❞✐/%❛♥❝❡
/♦✉+❝❡✲♣♦✐♥% ❞❡ +-❢-+❡♥❝❡ ❞❡ ✶✵✵ ❝♠✳
✶✳✺✳✸✳✷ ❈❛/❛❝*+/✐&❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐&❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦*♦♥& ❡♥ /❛❞✐♦*❤+/❛♣✐❡
▲❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❡/% ❝❛+❛❝%-+✐/- ♣❛+ /♦♥ -♥❡+❣✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❬▼❡❱❪ ❛✐♥/✐ 3✉❡ /♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ 3✉❛❧✐%-
✭◗■ ♦✉ ❚ ❘
20
10✮✳ ❈❡ ❞❡+♥✐❡+ ❡/% ❞-✜♥✐ ♣❛+ ❧❡ +❛♣♣♦+% ❞❡/ ✐♦♥✐/❛%✐♦♥/ ♠❡/✉+-❡/ +❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%
: ✷✵ ❝♠ ❡% ✶✵ ❝♠ ❞❡ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ ❞❛♥/ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦✉+ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐++❛❞✐❛%✐♦♥ ❞❡ ✶✵×✶✵ ❝♠2
❛✉ ♣♦✐♥% ❞❡ ♠❡/✉+❡✱ ♣♦✉+ ✉♥❡ ❞✐/%❛♥❝❡ /♦✉+❝❡✲❞-%❡❝%❡✉+ ❝♦♥/%❛♥%❡ ✭❉❙❉ ❂ ✶✵✵ ❝♠✮✳ ■❧ ❝♦++❡/✲
♣♦♥❞ ❡♥ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❛✉ +❛♣♣♦+% ❞❡/ ❞♦/❡/ ❛❜/♦+❜-❡/ ❞❛♥/ ❧✬❡❛✉ : ✷✵ ❝♠ ❡% ✶✵ ❝♠ ✭+❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%
D20 ❡% D10✮ ✿
TPR2010 =
D20
D10
✭✶✳✷✹✮
❈❡% ✐♥❞✐❝❡ ❡/% ✉%✐❧✐/- ♣♦✉+ ❧❛ /♣-❝✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3✉❛❧✐%- ❞❡/ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❡% ❡/% +❡❝♦♠♠❛♥❞-
♣❛+ ❧❛ ♣❧✉♣❛+% ❞❡/ ♣+♦%♦❝♦❧❡/ ❞❡ ❞♦/✐♠-%+✐❡ ✿ ■❆❊❆ ❚❘❙ ✷✼✼✱ ■❆❊❆ ❚❘❙ ✸✾✽ ❬✶✾✱ ✷✵❪✳
✶✳✺✳✸✳✸ ❉✐&*/✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦&❡ ❞❛♥& ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐//❛❞✐+ ♣❛/ ✉♥ ❢❛✐&❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦*♦♥&
▲❛ ❞♦&❡ ? ❧✬❡♥*/+❡
❊❧❧❡ ❝♦++❡/♣♦♥❞ : ❧❛ ❞♦/❡ ❛❜/♦+❜-❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ♣+❡♠✐❡+/ ♠✐❧❧✐♠=%+❡/ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ %+❛✈❡+/- ♣❛+
❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦%♦♥/✳ ❊❧❧❡ ❡/% ❢♦+%❡♠❡♥% ❞-♣❡♥❞❛♥%❡ ❞✉ ✢✉① ❞✬-❧❡❝%+♦♥/ /❡❝♦♥❞❛✐+❡/ ❡♥
♣+♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❧❧✐♠❛%❡✉+ ❡% ❞❡/ ❛❝❝❡//♦✐+❡/✳ ▲✬✐♠♣♦+%❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❡/% ❞✬❛✉%❛♥% ♣❧✉/
-❧❡✈-❡ 3✉❡ ❧❛ ❞✐/%❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❧❧✐♠❛%❡✉+ : ❧❛ ♣❡❛✉ ❡/% ❢❛✐❜❧❡ ❡% 3✉❡ ❧✬♦✉✈❡+%✉+❡ ❞✉ ❝♦❧❧✐♠❛%❡✉+
❡/% ❣+❛♥❞❡✳ ▲❛ ❞♦/❡ : ❧✬❡♥%+-❡ ♣+♦✈✐❡♥% -❣❛❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉/✐♦♥ ❞❡/ ♣❤♦%♦♥/ ❞❛♥/ ❧✬❛✐+ ❡%
❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛%❡✉+ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❞❡ ❧❛ +-%+♦❞✐✛✉/✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞✉ ♣❛%✐❡♥%✳ ❈❡%%❡ ❞♦/❡ : ❧✬❡♥%+-❡ %❡♥❞ :
❞✐♠✐♥✉❡+ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬-♥❡+❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉✳
▲❡ /❡♥❞❡♠❡♥* ❡♥ ♣/♦❢♦♥❞❡✉/
▲❡ +❡♥❞❡♠❡♥% ❞❡ ❞♦/❡ ❡♥ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ Rz ❝♦++❡/♣♦♥❞ ❛✉ +❛♣♣♦+% ❬✪❪ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❛❜/♦+❜-❡
Dz ♠❡/✉+-❡ : ❧❛ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ z /✉+ ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉✱ : ❧❛ ❞♦/❡ ❛❜/♦+❜-❡ Dmax✱ ♠❡/✉+-❡ : ❧❛
♣+♦❢♦♥❞❡✉+ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞♦/❡ ✿
Rz = 100×
Dz
Dmax
✭✶✳✷✺✮
■❧ ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛%%-♥✉❛%✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞❛♥/ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❞❡ ❧✬-❧♦✐❣♥❡♠❡♥% : ❧❛ /♦✉+❝❡✳
▲❛ ✈❛+✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣+♦❢♦♥❞❡✉+ ❝♦♠♣♦+%❡ %+♦✐/ +-❣✐♦♥/ ❞✐/%✐♥❝%❡/ ✭❋✐❣✉+❡ ✶✳✶✵✮ ✿
✖ +-❣✐♦♥ ✶ ✿ ❛❝❝+♦✐//❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❛✈❡❝ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡/ -❧❡❝%+♦♥/ /❡❝♦♥❞❛✐+❡/
✷✷ ▲❛ #❛❞✐♦'❤)#❛♣✐❡
✖ !"❣✐♦♥ ✷ ✿ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞♦/❡ ❛✈❡❝ ❧✬"4❛❜❧✐//❡♠❡♥4 ❞❡ ❧✬"6✉✐❧✐❜!❡ "❧❡❝4!♦♥✐6✉❡
✖ !"❣✐♦♥ ✸ ✿ ❞"❝!♦✐//❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥4✐❡❧❧❡ ♣!♦♣!❡ ❛✉① ❧♦✐/ ❞❡ ❧✬❛44"♥✉❛4✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉ ❞❡
♣❤♦4♦♥/
❈❡ !❡♥❞❡♠❡♥4 ❞❡ ❞♦/❡ ❡♥ ♣!♦❢♦♥❞❡✉! ✈❛!✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧✬"♥❡!❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉✱ ❧❛ 4❛✐❧❧❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐!!❛❞✐❛4✐♦♥ ❡4 ❧❛ ❞✐/4❛♥❝❡ /♦✉!❝❡✲/✉!❢❛❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ■❧ ❡/4 ♠❡/✉!" ❞❛♥/ ✉♥❡ ❝✉✈❡
@ ❡❛✉ ❣!A❝❡ @ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜!❡ ❞✬✐♦♥✐/❛4✐♦♥ ❞"♣❧❛❝"❡ ✈❡!4✐❝❛❧❡♠❡♥4 ♣❛! ❜!❛/ ♠♦4♦!✐/" ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉✳
▲❡ ♣#♦✜❧ ❞❡ ❞♦(❡
■❧ ❝♦!!❡/♣♦♥❞ @ ❧❛ ✈❛!✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❛①❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐!❡ @
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❈❡..❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ❘❈▼■ ✉.✐❧✐(❡ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛#❛♠C.#❡( ✈❛#✐❛❜❧❡( .❡❧(
4✉❡ ❧❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❡( ❧❛♠❡(✱ ❧❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥. ❡♥ #♦.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (♦✉#❝❡✱ ❧❛ ✈❛#✐❛.✐♦♥ ❞✉ ❞&❜✐.
❞❡ ❞♦(❡ ❡. ❧❛ #♦.❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦❧❧✐♠❛.❡✉#✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐##❛❞✐❛.✐♦♥ ❡(. ❝♦♥.✐♥✉❡✱ ❧❛ ❞✉#&❡ ❞❡ ❧❛ (&❛♥❝❡
❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥. (✬❡♥ .#♦✉✈❡#❛ #&❞✉✐.❡✳
❈❡..❡ .❡❝❤♥✐4✉❡ ❞✬✐##❛❞✐❛.✐♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❝♦♠❜✐♥❡# ❧❛ #♦.❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐♥✉❡ ❞✉ ❜#❛( ❞✉ ❧✐♥❛❝ ❛✉.♦✉#
❞✉ ♣❛.✐❡♥. ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥. ❞❡( ❧❛♠❡( ❞✉ ▼▲❈ ❬✷✾❪✳
❉❛♥( ❧❛ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❞✬✐♥.❡♥(✐.& ❞❡( ❢❛✐(❝❡❛✉① ❡♥ ❱▼❆❚✱ ❧✬❛#❝ ❡(. ❞✐(❝#&.✐(& ♦✉ (❡❣♠❡♥.&
❡♥ ✉♥❡ (&#✐❡ ❞❡ ♣♦✐♥.( ❞❡ ❝♦♥.#T❧❡ ✭❈V✮✳ ❈❡..❡ ♠&.❤♦❞❡ ✉.✐❧✐(❡ ✉♥ &❝❤❛♥.✐❧❧♦♥❛❣❡ ♣#♦❣#❡((✐❢
♣❡♥❞❛♥. ❧✬♦♣.✐♠✐(❛.✐♦♥✳ ▲❡( (❡❣♠❡♥.( (♦♥. ♦♣.✐♠✐(&( ✐♥✐.✐❛❧❡♠❡♥. ♣♦✉# ✉♥ ❝❡#.❛✐♥ ♥♦♠❜#❡
❞✬❛♥❣❧❡( .#C( ❡(♣❛❝&(✱ ♣✉✐( ♣❡♥❞❛♥. ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞✬♦♣.✐♠✐(❛.✐♦♥✱ ❞❡( ❛♥❣❧❡( (♦♥. ❛❥♦✉.&( ♣#♦✲
❣#❡((✐✈❡♠❡♥. ❥✉(4✉✬E ❧✬♦❜.❡♥.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡#.❛✐♥❡ ❢#&4✉❡♥❝❡ ❞✬&❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣#&❞&✜♥✐❡✳ ▲❡(
❝♦♥.#❛✐♥.❡( ♣#♦✈❡♥❛♥. ❞❡ ❧❛ ✈❛#✐❛.✐♦♥ ❞✉ ❞&❜✐. ❞❡ ❞♦(❡✱ ❧❡ ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞❡( ❧❛♠❡( ❡. ❧❛ #♦.❛✲
.✐♦♥ ❞✉ ❜#❛( (♦♥. ♣#✐( ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ♣❡♥❞❛♥. ❧✬♦♣.✐♠✐(❛.✐♦♥✳ ▲✬✐♥.❡♥(✐.& ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛4✉❡
❢❛✐(❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥. ❞&♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞&#❛.✐♦♥ ❡♥ ❞♦(❡ ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ❈V ❡. ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞&♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
♣♦(✐.✐♦♥ ❞❡( ❧❛♠❡( ❞✉ ▼▲❈✳
✶✳✻✳✷✳✸ ❆✉*2❡/ *❡❝❤♥✐6✉❡/
▲❛ *♦♠♦*❤02❛♣✐❡
❈❡..❡ .❡❝❤♥✐4✉❡ ♥✬✉.✐❧✐(❡ ♣❛( ✉♥ ▼▲❈ ❝❧❛((✐4✉❡✱ ♠❛✐( ✉♥ ❢❛✐(❝❡❛✉ &.#♦✐. &♠✐( ❡♥ &✈❡♥.❛✐❧
✭❢❛♥✲❜❡❛♠✮ 4✉✐ ❢❛✐. ✉♥❡ #♦.❛.✐♦♥ ✐(♦❝❡♥.#✐4✉❡ ❛✉.♦✉# ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ♣❡♥❞❛♥. 4✉❡ ❧❛ .❛❜❧❡ ❜♦✉❣❡
❞❡ ❢❛X♦♥ ❝♦♥.✐♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡(. ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧❛ .♦♠♦❣#❛♣❤✐❡ ❤&❧✐❝♦Y❞❛❧❡ ❡♥ #❛❞✐♦❧♦❣✐❡ ❬✸✵❪✳ ❈❡..❡
.❡❝❤♥✐4✉❡✱ 4✉✐ ♣❡✉. ❝✐❜❧❡# ❞❡ ❢❛X♦♥ .#C( ♣#&❝✐(❡ ❧❛ .✉♠❡✉# E ❛..❡✐♥❞#❡✱ ♣❡#♠❡. ❛✉((✐ ❜✐❡♥
✷✻ ▲❛ $❛❞✐♦(❤*$❛♣✐❡
❧✬✐##❛❞✐❛&✐♦♥ ❞❡ &#*+ ♣❡&✐&+ ❝❤❛♠♣+ 0✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣+ ♣♦✉✈❛♥& ❛❧❧❡# ❥✉+0✉✬4 ✶♠✽✵ +❛♥+ +✬❛#✲
#9&❡# ✭❝❡ 0✉✐ ♥✬❡+& ♣❛+ ♣♦++✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❛❝❝<❧<#❛&❡✉#+ ❝❧❛++✐0✉❡+ 0✉✐ +♦♥& ❧✐♠✐&<+ 4 ✹✵ ❝♠ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉# ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❉❛♥+ ❝❡&&❡ &❡❝❤♥✐0✉❡ ❧✬❛♣♣❛#❡✐❧ ✉&✐❧✐+< ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡+ ❢♦♥❝&✐♦♥+ ❞✬✉♥ ❛❝❝<✲
❧<#❛&❡✉# ❧✐♥<❛✐#❡ ❝♦♠♣❛❝& ❞❡ ✻ ▼❱ ❡& ❞✬✉♥ +❝❛♥♥❡# ❤<❧✐❝♦G❞❛❧ ❝♦♥✈❡♥&✐♦♥♥❡❧ ✭♣♦✉# ❧✬✐♠❛❣❡#✐❡✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ +<#✐❡ ❞❡ ❞<&❡❝&❡✉#+ ▼❱ ♠♦♥&<+ ❡♥ ♦♣♣♦+✐&✐♦♥ +✉# ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ &♦✉#♥❛♥& ❛✉&♦✉# ❞✉
♣❛&✐❡♥& ✭❋✐❣✉#❡ ✶✳✶✷✮✳
▲❡ ❈②❜❡%❦♥✐❢❡
TM
▲✬✐##❛❞✐❛&✐♦♥ ♣❛# ❈②❜❡#❦♥✐❢❡ ✉&✐❧✐+❡ ✉♥ ❛❝❝<❧<#❛&❡✉# ❧✐♥<❛✐#❡ ♠✐♥✐❛&✉#✐+< ♠♦♥&< +✉# ✉♥ ❜#❛+
#♦❜♦&✐+< ♣✐❧♦&< ♣❛# ♦#❞✐♥❛&❡✉# ♣❡#♠❡&&❛♥& ❞✬♦#✐❡♥&❡# ❧❡+ ❢❛✐+❝❡❛✉① ❛✈❡❝ +✐① ❞❡❣#<+ ❞❡ ❧✐❜❡#&<✳
▲✬✉♥ ❞❡ +❡+ ❛&♦✉&+ ♣#✐♥❝✐♣❛✉① ❡+& +❛ ✢❡①✐❜✐❧✐&< ❝❛# ✐❧ ♣❡#♠❡& ❞✬❛❝❝<❞❡# ❡& ❞❡ +✉✐✈#❡ ❡♥ &❡♠♣+
#<❡❧ ❞❡+ &✉♠❡✉#+ ♣#<+❡♥&❡+ ♥✬✐♠♣♦#&❡ ♦✉ ❞❛♥+ ❧❡ ❝♦#♣+ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣#<❝✐+✐♦♥ ♠✐❧❧✐♠<&#✐0✉❡✳
✶✳✼ ❚❡❝❤♥✐)✉❡+ ❞✬✐♠❛❣❡1✐❡+ ✐♥23❣13❡+ ❛✉① ❛❝❝3❧31❛2❡✉1+
▲❡ ♣♦+✐&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡+ ♣❛&✐❡♥&+ ❡+& ✉♥ <❧<♠❡♥& ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧ 4 ❧❛ #<✉++✐&❡ ❞✬✉♥ &#❛✐&❡♠❡♥&
❡♥ #❛❞✐♦&❤<#❛♣✐❡✳ ❉❡ ❢❛O♦♥ ❣<♥<#❛❧❡✱ ✉♥ &#❛✐&❡♠❡♥& ❡+& ❢#❛❝&✐♦♥♥< ❡♥ ♣❧✉+✐❡✉#+ +<❛♥❝❡+✳ ▲❛
♥<❝❡++✐&< ❞❡ #❡♣♦+✐&✐♦♥♥❡# ❧❡+ ♣❛&✐❡♥&+✱ 4 ❝❤❛0✉❡ +<❛♥❝❡✱ ❞❛♥+ ❧❡+ ♠9♠❡+ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ❡+& ✐♥❞✐+✲
♣❡♥+❛❜❧❡ ♣♦✉# +✬❛++✉#❡# ❞❡ ❞<❧✐✈#❡# ❧❡+ ❞♦+❡+ ♣#<✈✉❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡+ ❝✐❜❧❡ ❡& ❞❡ ♠❛✐♥&❡♥✐#
❞❡+ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞♦+❡+ ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ &✐++✉+ +❛✐♥+ ♣♦✉# ❛✐♥+✐ <✈✐&❡# ✉♥ +♦✉+✲❞♦+❛❣❡ ❞✉ ✈♦✲
❧✉♠❡ ❝✐❜❧❡ ❡&✴♦✉ ✉♥ +✉#✲❞♦+❛❣❡ ❞❡+ ❖❆❘+✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧&< ❞❡ ♠❛✐♥&❡♥✐# ✉♥❡ ❞✐+&#✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❞♦+❡
❞<❧✐✈#<❡ ❧❛ ♣❧✉+ ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+&#✐❜✉&✐♦♥ ♣❧❛♥✐✜<❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐& 4 ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❞✐✛<#❡♥&+
&②♣❡+ ❞❡ +②+&*♠❡+ ❞✬✐♠❛❣❡#✐❡ ❧✐<+ ❛✉① ❛❝❝<❧<#❛&❡✉#+✳ ▲❡+ ♣❛#❛❣#❛♣❤❡+ 0✉✐ +✉✐✈❡♥& ♣#<+❡♥&❡♥&
❧❡+ ♣#✐♥❝✐♣❛✉① +②+&*♠❡+ ❞✬✐♠❛❣❡✉#+ ❞❡ ❝♦♥&#X❧❡ ✉&✐❧✐+<+ ❛❝&✉❡❧❧❡♠❡♥&✳
✶✳✼✳✶ ❚♦♠♦❣'❛♣❤✐❡ ❝♦♥✐/✉❡
▲❛ #❛❞✐♦&❤<#❛♣✐❡ ❣✉✐❞<❡ ♣❛# ❈❇❈❚ ✭❈♦♥❡ ❇❡❛♠ ❈♦♠♣✉&❡❞ ❚♦♠♦❣#❛♣❤②✮ ❡+& ❜❛+<❡ +✉#
❧✬✉&✐❧✐+❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡+ ❞<&❡❝&❡✉#+ ✷❉ ❡♠❜❛#0✉<❡ +✉# ❧❡+ ❛❝❝<❧<#❛&❡✉#+ ❧✐♥<❛✐#❡+✳
▲❡+ #❛②♦♥♥❡♠❡♥&+ ✉&✐❧✐+<+ ♣❡✉✈❡♥& 9&#❡ +♦✐& ❞❡ ❜❛++❡ <♥❡#❣✐❡ ✭❦❱✮ +♦✐& ❞❡ ❤❛✉&❡ <♥❡#❣✐❡ ✭▼❱✮
✭❋✐❣✉#❡ ✶✳✶✷✮✳ ❈❡+ +②+&*♠❡+ ▼❱✴❦❱ ❈❇❈❚ ♣❡#♠❡&&❡♥& ❧✬❛❝0✉✐+✐&✐♦♥ ❛✉&♦♠❛&✐+<❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❞❡
♣#♦❥❡❝&✐♦♥+✱ ❧❛ #❡❝♦♥+&#✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ &#✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛# &♦♠♦❣#❛♣❤✐❡ ❝♦♥✐0✉❡ ❛✐♥+✐
0✉❡ ❧❛ +✉♣❡#♣♦+✐&✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ &#✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡ ❈❚ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛&✐♦♥✳
✶✳✼✳✷ ❙❛♥♦❣'❛♣❤❡ 3✉' '❛✐❧3 ❝♦♠❜✐♥6 7 ❧✬❛❝❝6❧6'❛9❡✉'
❉❛♥+ ❝❡&&❡ ❝♦♥✜❣✉#❛&✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❛#❡✐❧ ❞❡ &#❛✐&❡♠❡♥& ❡+& ❝♦♠♣♦+< ❞✬✉♥ ❛❝❝<❧<#❛&❡✉# ❧✐♥<❛✐#❡
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 !✐#$✉❡ ✭❛❞❥❛❝❡♥-#  ❧❛ -✉♠❡✉!✮ ❡- ❧❡ !❡#-❡ ❞✉ ❝♦!♣#✳ ❉❡# ❞♦#❡# ❛✛❡❝-❛♥- ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥-
❧❛ ❞❡!♥✐6!❡ !7❣✐♦♥ 7♥♦♥❝7❡✱ #♦♥- !❡:✉❡# ✐♥✉-✐❧❡♠❡♥- ♣❛! ❧❡ ♣❛-✐❡♥-  ❝❛✉#❡ ❞❡# ♣❤♦-♦♥# ✭❧✐✲
♥❛❝ ✭❞✐✛✉#7# ❡- ❞❡ ❢✉✐-❡✮✱ ✐♠❛❣❡✉!# ❞❡ ❝♦♥-!>❧❡✮ ❡- ❞❡# ♣❤♦-♦♥❡✉-!♦♥# ✭❊ ≥ ✶✱✻ ▼❡❱✮✳ ❈❡#
❞♦#❡# $✉✐ #♦♥- ❞7♣♦#7❡# ❞❛♥# ❧❡# ♦!❣❛♥❡# ❡- -✐##✉# ♥♦♥ ✈✐#7# ♣❛! ❧❡ -!❛✐-❡♠❡♥- ❬✺✽❪ #♦♥- ❣7✲
♥7!❛❧❡♠❡♥- $✉❛❧✐✜7❡# ❞❛♥# ❧❛ ❧✐--7!❛-✉!❡ ❞❡ ❞♦#❡ ♣7!✐♣❤7!✐$✉❡ ✭❉K✮ ✭❋✐❣✉!❡ ✶✳✶✹✮ ❬✺✾❪✳ ◆♦-!❡
-!❛✈❛✐❧ ❞❡ -❤6#❡ ♣♦!-❡ ♣!7❝✐#7♠❡♥- #✉! ❧✬7✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉K ❞✉❡ ❛✉① ♥❡✉-!♦♥# #❡❝♦♥❞❛✐!❡# ❡♥
!❛❞✐♦-❤7!❛♣✐❡✳
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●!S❝❡ ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡# -❡❝❤♥✐$✉❡# ❞❡ -!❛✐-❡♠❡♥-✱ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉! ❝♦♥-!>❧❡ -✉♠♦!❛❧ ❡#- ❛##✉!7 ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞✉ -❛✉① ❞❡ #✉!✈✐❡ ❞❡# ♣❛-✐❡♥-# -!❛✐-7#✳ ❊♥ !❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉! ❝♦♥-!>❧❡
❞❡ ❧❛ ❞♦#❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝✐❜❧❡ ✈❛ #✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡! ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐!!❛❞✐❛-✐♦♥ ❞❡# -✐##✉#
♣7!✐♣❤7!✐$✉❡#  ❞❡ ❢❛✐❜❧❡# ❞♦#❡#✳▼❛❧❣!7 ❧❡# ❛✈❛♥❝7❡# -❡❝❤♥♦❧♦❣✐$✉❡#✱ ❝❡--❡ ❞♦#❡ ♣7!✐♣❤7!✐$✉❡
♥✬❡#- ♣❛# ♥✉❧❧❡✳
❆✐♥#✐ ♠❛❧❣!7 ❧❡ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡# #-!✉❝-✉!❡# ❝♦❧❧✐♠❛-!✐❝❡# ❡- ❞❡ -❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡# ♣♦✉!
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉!❡ ❝♦♥❢♦!♠❛-✐♦♥ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝✐❜❧❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜!❡✉#❡# ♣❛!-✐❝✉❧❡# ✈♦♥- V-!❡ !❡#♣♦♥#❛❜❧❡#
❞❡ ❞7♣>-# ❞❡ ❞♦#❡ ❡♥ ♣7!✐♣❤7!✐❡✳ ❈❡# ♣❛!-✐❝✉❧❡# ♣!♦✈✐❡♥♥❡♥- ❞✉ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- ❞✐- ✧#❡❝♦♥❞❛✐!❡✧
❡♥ ♦♣♣♦#✐-✐♦♥ ❛✉ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- ✧♣!✐♠❛✐!❡✧  ✈✐#7❡ -❤7!❛♣❡✉-✐$✉❡✳
▲❡ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- #❡❝♦♥❞❛✐!❡ !❡❣!♦✉♣❡ -!♦✐# ❝♦♠♣♦#❛♥-❡# ❬✻✵❪ ✭❋✐❣✉!❡ ✶✳✶✹✮ ✿
✖ ❧❡ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- ❞✐✛✉#7 ❣7♥7!7 ♣❛! ❧❛ -V-❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝7❧7!❛-❡✉!✱ ❧❛ -❛❜❧❡ ❞❡ -!❛✐-❡♠❡♥- ❡-
♣❛! ❧❡ ❝♦!♣# ❞✉ ♠❛❧❛❞❡
✖ ❧❡ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- ❞❡ ❢✉✐-❡ ❛--❡✐❣♥❛♥- ❧❡ ♠❛❧❛❞❡ #❛♥# ✐♥-❡!❛❝-✐♦♥ ♣!7❛❧❛❜❧❡# ❞❛♥# ❧❛ -V-❡
❞❡ ❧✬❛❝❝7❧7!❛-❡✉! ✭❡① ✿ ❧❛♠❡# ❞✉ ▼▲❈✮
✖ ❧❡ !❛②♦♥♥❡♠❡♥- ♥❡✉-!♦♥✐$✉❡ ♣❛! !7❛❝-✐♦♥ ♣❤♦-♦✲♥✉❝❧7❛✐!❡ ❞❡# ♣❤♦-♦♥# ✭ ♣❛!-✐! ❞✬✉♥❡
7♥❡!❣✐❡ #❡✉✐❧✮ ❛✈❡❝ ❧❡# 7❧7♠❡♥-# ❞❡ ❧❛ -V-❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝7❧7!❛-❡✉! ✭❡- ❧❡ ❝♦!♣# ❞✉ ♣❛-✐❡♥- ❞❛♥#
✉♥❡ ♠♦✐♥❞!❡ ♠❡#✉!❡✮
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡, ❝♦♠♣♦,❛♥0❡, ❞✉ 2❛②♦♥♥❡♠❡♥0 ,❡❝♦♥❞❛✐2❡ 2❡,♣♦♥,❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❉8 ✭❣❛✉❝❤❡✮
✲ ❉✐✈✐,✐♦♥ ,❤'♠❛0✐>✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛0♦♠✐❡ ❞✉ ♣❛0✐❡♥0 ❡♥ ♣2♦0❡❝0✐♦♥ 2❛❞✐♦❧♦❣✐>✉❡ ❡♥ 2❛❞✐♦✲
0❤'2❛♣✐❡ ✿ ✭✶✮ 8❚❱✱ ✭✷✮ ❖❆❘ ✭❛❞❥❛❝❡♥0, I ❧❛ 0✉♠❡✉2✮✱ ✭✸✮ 2❡,0❡ ❞✉ ❝♦2♣, ❬✺✾❪
▲✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦#❛♥-❡ ❞✐✛✉#7❡ ❞❡ ❧❛ ❉K ❛ ♠♦♥-!7 ✉♥❡ 7♥❡!❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ♣❤♦-♦♥#
❞✐✛✉#7# ❧❛-7!❛❧❡♠❡♥- ❞❡ ✷✺✵ ❦❡❱✳ ▲✬❛♥❛❧②#❡ #7♣❛!7❡ ❞❡# ❞❡✉① ❝♦♠♣♦#❛♥-❡# ❞❡ ❞♦#❡ ♣❤♦-♦♥ ❛
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✸✶
♠♦♥#$% &✉❡ ❧❡ ❞✐✛✉-% ❝♦❧❧✐♠❛#❡✉$ ❝♦♥#$✐❜✉❛✐# 1 ❡♥✈✐$♦♥ ✷✵✲✹✵✪ ❞❡ ❧❛ ❉9 #♦#❛❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥
❞✉ #②♣❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡# ❞❡ ❧❛ ❞✐-#❛♥❝❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$# ❛✉① ❧✐♠✐#❡- ❞✉
❝❤❛♠♣✳ ■❧ ❡-# ❛✉--✐ $❡--♦$#✐ &✉✬❛✉ ❞❡❧1 ❞✬✉♥❡ ❞✐-#❛♥❝❡ ❞❡ ✻✵ ❝♠ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐$$❛❞✐❛#✐♦♥✱ ❧❡
$❛②♦♥♥❡♠❡♥# ❞❡ ❢✉✐#❡ ❞❡✈❡♥❛✐# ❧❛ ❝♦♠♣♦-❛♥#❡ ♣$%♣♦♥❞%$❛♥#❡ ❞❡ ❧❛ ❉9 ♣❤♦#♦♥ ❬✻✶❪✳
▲❛ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡- ✈❛❧❡✉$- ❞❡ ❞♦-❡- #②♣✐&✉❡- ♠❡-✉$%❡- ♣❛$ ❞✐✛%$❡♥#- ❛✉#❡✉$-✱ ♣♦✉$
❞❡- ❢❛✐-❝❡❛✉① ❞❡ ✻ ▼❱ ❡# ✶✽ ▼❱ ✭❙#♦✈❛❧❧ ❡# ❛❧ ❬✻✷❪✱ ▼✉#✐❝ ❡# ❛❧ ❬✻✸❪✱ ❙#❡$♥ ❡# ❛❧ ❬✻✹❪✱ ❑$②
❡# ❛❧ ❬✻✺❪✱ ❙❤❛$♠❛ ❡# ❛❧ ❬✻✻✱ ✻✼❪✱ ❍♦✇❡❧❧ ❡# ❛❧ ❬✻✽❪✱ ❩❛♥✐♥✐ ❡# ❛❧ ❬✻✾❪✱ ❖♥❣❛$♦ ❡# ❛❧ ❬✼✵❪✮✱
❞❛♥- ❞❡- ❝♦♥❞✐#✐♦♥- ❞✬✐$$❛❞✐❛#✐♦♥- -✐♠✐❧❛✐$❡- ❡♥ $❛❞✐♦#❤%$❛♣✐❡ ❝♦♥✈❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✻✵❪✳ ▲❡- ❞♦-❡-
♣❤♦#♦♥- -✬%#❛❧❡♥# ❞✬✉♥❡ ❝❡♥#❛✐♥❡ ❞❡ µ❙✈✴❯▼ 1 ✶✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐-♦❝❡♥#$❡ 1 ❡♥✈✐$♦♥ ✶✵ µ❙✈✴❯▼ 1
✻✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐-♦❝❡♥#$❡✳ ▲❛ ❞♦-❡ ♥❡✉#$♦♥ ❛♣♣❛$❛✐# ❝♦♠♠❡ ❞❡✈❡♥❛♥# ❞✉ ♠[♠❡ ♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$
✭✶✵ µ❙✈✴❯▼✮ &✉❡ ❧❛ ❞♦-❡ ♣❤♦#♦♥ 1 ♣❛$#✐$ ❞❡ ✷✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐-♦❝❡♥#$❡✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺ ✕ ❙②♥'❤)*❡ ❞❡ ❧❛ ❉0 ♣♦✉4 ❞❡* '4❛✐'❡♠❡♥'* ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧* ❞❡ ✻ ▼❱ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡' ✶✽ ▼❱
✭❞4♦✐'❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*'❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐*♦❝❡♥'4❡ ♣♦✉4 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✶✵×✶✵ ❝♠2 C ✉♥❡
♣4♦❢♦♥❞❡✉4 ❞❡ ✶✵ ❝♠ ❞❛♥* ✉♥ ❢❛♥'D♠❡ ♣♦✉4 ❞✐✛F4❡♥'❡* F'✉❞❡* ❬✻✵❪✳ ▲❡* ❞♦♥♥F❡* ❞❡
❑4② ❡' ❛❧ ❬✼✶❪ *♦♥' ✐**✉❡* ❞❡ *✐♠✉❧❛'✐♦♥* ▼❈ ❞❛♥* ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✶✵×✶✵ C ✉♥❡ ♣4♦❢♦♥❞❡✉4
❞❡ ✸✱✼✺ ❝♠✳ ▲❡* ❞♦*❡* ♥❡✉'4♦♥* ❞❡ ❩❛♥✐♥✐ ❡' ❛❧ ❬✻✾❪ ❡' ❖♥❣❛4♦ ❡' ❛❧ ❬✼✵❪ ♦♥' F'F
♦❜'❡♥✉❡* ♣❛4 *✐♠✉❧❛'✐♦♥ ▼❈✳ 0♦✉4 ❧❡* ❛♣♣❛4❡✐❧* FS✉✐♣♣F* ❞❡ ▼▲❈✱ ❧❡* ▼▲❈* F'❛✐❡♥'
*♦✐' 4F'4❛❝'F* *♦✐' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦✉✈❡4'✉4❡ ❝♦44❡*♣♦♥❞❛♥' C ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬✻✵❪
❙✐ ❞❡♣✉✐- ❧❡- ❛♥♥%❡- ✼✵ ❝❡- ❝♦♠♣♦-❛♥#❡- ❞❡ ❞♦-❡- ♣%$✐♣❤%$✐&✉❡- ♦♥# %#% ♠✐-❡- ❡♥ %✈✐❞❡♥❝❡✱
❧❡- %#✉❞❡- ❝♦♥❝❡$♥❛♥# ❧❡- ❢❛❝#❡✉$- ✐♥✢✉❡♥]❛♥# -❛ ♣$♦❞✉❝#✐♦♥ -❡ -♦♥# ♠✉❧#✐♣❧✐%❡- ❝❡- ❞❡$♥✐^$❡-
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❞max ❬✼✷❪
❞♦"❡ ♣%&✐♣❤%&✐)✉❡✳ ❆✐♥"✐✱ ❞❛♥" ❧❡" ♣❧❛♥" ❞❡ 1&❛✐1❡♠❡♥1✱ ❧✬❤②♣♦1❤5"❡ ❞✬✉1✐❧✐"❡& ✉♥❡ )✉❛❧✐1% ❞❡
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1&❛✐1❡♠❡♥1 ❝♦♥✈❡♥1✐♦♥♥❡❧✳ ❉❡" ❞♦"❡" ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✵✱✷✺ ♠❙✈✳●②
−1
❞❡ ♣&❡"❝&✐♣1✐♦♥ ♦♥1 %1%
▲❛ "❛❞✐♦&❤("❛♣✐❡ ✸✸
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)❤♦$❛❝✐F✉❡" ❡) ❝%$%❜$❛✉① ✭✻ ▼❱✮ ♦♥) ♠♦♥)$% ✉♥❡ ❉O F✉❛)$❡ ❢♦✐" ♣❧✉" ✐♠♣♦$)❛♥)❡ ❡♥ $❛✲
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❞❡ &,❛✐&❡♠❡♥&) ♠♦❞❡,♥❡)✱ ❝❡) ❞❡,♥✐❡,) ,❡)&❡♥& ✐♥)✉✣)❛♠♠❡♥& ❞=✈❡❧♦♣♣=) ♣♦✉, ❧❡✉, ✉&✐❧✐)❛&✐♦♥
❡♥ ,♦✉&✐♥❡ ❝❧✐♥✐B✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡& ❝❡) ♦✉&✐❧) ❞♦✐✈❡♥& ♣♦✉✈♦✐, ,❡❧❡✈❡, ♣❧✉)✐❡✉,) ❞=✜) N ❧❛ ❢♦✐) ✿ K&,❡
)✐♠♣❧❡ ❞✬✉&✐❧✐)❛&✐♦♥✱ ♣,=❝✐) ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡ ❡& ❛✈♦✐, ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❧❛,❣❡✳ ❆✈❡❝
❧✬❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❝,♦✐))❛♥&❡ ❞✉ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ &❡❝❤♥✐B✉❡) ❞❡ &,❛✐&❡♠❡♥&✱ ✐❧ ♥✬❡)& ♣❛) ❝❡,&❛✐♥ B✉❡
❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ❛♥❛❧②&✐B✉❡ ♣✉✐))❡ ,❛))❡♠❜❧❡, &♦✉&❡) ❝❡) ❡①✐❣❡♥❝❡)✳
❖✉"✐❧% ▼♦♥"❡ ❈❛,❧♦
❉❡) ♦✉&✐❧) ▼❈ ♦♥& =&= ❞=✈❡❧♦♣♣=) ❞-) ❧❡) ❛♥♥=❡) ✶✾✽✵ ♣♦✉, ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡
❡♥ ,❛❞✐♦&❤=,❛♣✐❡ ❡①&❡,♥❡✳ ❯♥ ❞❡) ❝♦❞❡) ❧❡) ♣❧✉) ✉&✐❧✐)=) ❡)& ❧❡ ❝♦❞❡ ❊●❙ ✭❊❧❡❝&,♦♥ ●❛♠♠❛
❙❤♦✇❡,✮ ❬✶✵✷❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦)❛♥&❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❛❞❞✐&✐♦♥❡❧❧❡ ❇❊❆▼ ❬✶✵✸❪ B✉✐ ♣❡,♠❡& ✉♥❡ ♠♦✲
❞=❧✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❢❛✐)❝❡❛✉① ❞✬=❧❡❝&,♦♥) ❡& ❞❡ ♣❤♦&♦♥) &,❛✈❡,)❛♥& ✉♥ ❧✐♥❛❝ ♣♦✉, ❞❡) =♥❡,❣✐❡) ❞❡
✶ ❦❡❱ N ✶✵ ●❡❱✳ ❇❊❆▼ ❝♦♠♣,❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❉❖❙❳❨❩ ❬✶✵✹❪ B✉✐ ♣❡,♠❡& ❧✬❡)&✐♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞♦)❡ ❞❛♥) ✉♥❡ ❣=♦♠=&,✐❡ ✈♦①=❧✐)=❡✱ &❡❧❧❡) B✉❡ ❧❡) ❞♦♥♥=❡) ❡①&,❛✐&❡) ❞✬❡①❛♠❡♥) ❞✬✐♠❛❣❡,✐❡)
♠=❞✐❝❛❧❡)✳ ❉✬❛✉&,❡) ❝♦❞❡) ▼♦♥&❡ ❈❛,❧♦ ♦♥& =&= ❞=✈❡❧♦♣♣=) ♣♦✉, ❞❡) ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞♦)✐♠=✲
&,✐B✉❡) ❡♥ ,❛❞✐♦&❤=,❛♣✐❡ &❡❧) B✉❡ ❱♦①❡❧ ▼♦♥&❡ ❈❛,❧♦ ✭❱▼❈✮ ❬✶✵✺❪✱ ❉♦)❡ b❧❛♥♥✐♥❣ ▼❡&❤♦❞
✭❉b▼✮❬✶✵✻❪ ❡& ▼❈❉❖❙❊ ❬✶✵✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥& ❧❛ ♣❧✉♣❛,& ❞❡ ❝❡) ❝♦❞❡) ▼♦♥&❡ ❈❛,❧♦ )♦♥& ✐♠♣❧=✲
♠❡♥&=) ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ &,❛✐&❡♠❡♥& ♦✉ ❞❛♥) )♦♥ ✈♦✐)✐♥❛❣❡✳ ▲❡) ❝♦❞❡)
♣❧✉) ❣=♥=,✐B✉❡) &❡❧) B✉❡ ▼❈◆b ❬✶✵✽❪ ❡& ●❊❆◆❚✹ ❬✶✵✾❪✱ ✐♥❝❧✉❡♥& ❞❡) ♠♦❞-❧❡) ♣❤②)✐B✉❡) ♣♦✉,
❧❛ ♣,♦❞✉❝&✐♦♥ ❡& ❧❡ &,❛♥)♣♦,& ❞❡) ♣❤♦&♦♥❡✉&,♦♥) ❡& ♦♥& =&= ✉&✐❧✐)=) ♣♦✉, ❧❛ ♠♦❞=❧✐)❛&✐♦♥ ❞❡
♣❧✉)✐❡✉,) &②♣❡) ❞❡ )♦✉,❝❡) ✉&✐❧✐)=❡) ❡♥ ,❛❞✐♦&❤=,❛♣✐❡ ❛✐♥)✐ B✉❡ ❞✬❛❝❝=❧=,❛&❡✉,) ❧✐♥=❛✐,❡ ❬✺❪✳ ❉❡)
❝♦♠❜✐♥❛✐)♦♥) ❡♥&,❡ ❚b❙✱ &,❛♥)❢❡,& ❞❡) ❞♦))✐❡,) ❉■❈❖▼✲❘❚ ❣=♥=,=) ✭❞✉ ❚b❙ ❛✉ ❝♦❞❡ ▼❈✮ ❡&
❝♦❞❡ ▼❈ ❞=❞✐= N ❧❛ ,❛❞✐♦&❤=,❛♣✐❡ ✭&❡❧ B✉❡ ①✲,❛② ❱♦①❡❧ ▼♦♥&❡ ❈❛,❧♦ ✭❳❱▼❈✮✮ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥&
N K&,❡ ✉&✐❧✐)=❡) ♣♦✉, ❞❡) ❝❛❧❝✉❧) ❞❡ ❞♦)❡ ♣,=❝✐)✳ ❆✈❡❝ ❝❡) ♠=&❤♦❞❡)✱ ✉♥❡ ❞✐✛=,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦)❡
♠♦②❡♥♥❡ ❛✉① ♦,❣❛♥❡) N =&= =✈❛❧✉=❡ N ✼✪✱ ❛❧♦,) B✉❡ ❧❡) ♣♦✐♥&) ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡& ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❞♦)❡ ♦♥& ♠♦♥&,= ✉♥❡ ❞✐✛=,❡♥❝❡ ♣♦✉✈❛♥& ❛&&❡✐♥❞,❡ ❧❡) ✹✺✪ ❬✶✶✵❪✳ ▲❛ ♠=&❤♦❞❡ ▼❈ ,❡)&❡ ❧✬♦✉&✐❧
❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉) ♦♣&✐♠❛❧ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡ &❤=,❛♣❡✉&✐B✉❡ ❡& ♣=,✐♣❤=,✐B✉❡✱ ♠❛✐) ✐❧
,❡)&❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& ❧✐♠✐&= ♣❛, ❧❡ ♣,♦❜❧-♠❡ ❞❡ &❡♠♣) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦✉&✐❧ ▼❈ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡✱ ✐❧ ❡)& ♥=❝❡))❛✐,❡ ❞❡
♣♦✉,)✉✐✈,❡ ❧❡ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❞❡ &❡❝❤♥✐B✉❡) ❞✬❛❝❝=❧=,❛&✐♦♥ ❞❡) ❝❛❧❝✉❧) ♣♦✉, ♣❡,♠❡&&,❡ ✉♥❡
=✈❛❧✉❛&✐♦♥ )②)&=♠❛&✐B✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉b ❧♦,) ❞❡) &,❛✐&❡♠❡♥&) ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ♣❛&✐❡♥&✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛❞,❡✱
✉♥❡ ♣❛,&✐❡ ❞❡ ❝❡ &,❛✈❛✐❧ ❞❡ &❤-)❡ ❡)& ❞=❞✐= N ❧❛ ♠✐)❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠=&❤♦❞❡ ❞❡ ,=❞✉❝&✐♦♥
❞❡ ✈❛,✐❛♥❝❡ ❞❛♥) ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ )✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♣♦✉, ❧❡) ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ♠=❞✐❝❛❧❡) ●❛&❡✴●❡❛♥&✹ ♣♦✉,
♣❡,♠❡&&,❡ ✉♥❡ ❛❝❝=❧=,❛&✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉b ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦)❛♥&❡ ♥❡✉&,♦♥✐B✉❡✱ B✉✐ ❛✉❥♦✉,❞✬❤✉✐
❡)& ❡♥❝♦,❡ ♣❧✉) ♥=❣❧✐❣=❡ B✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦)❛♥&❡ ♣❤♦&♦♥✐B✉❡ ✭❝❤❛♣✐&,❡ ✺✮✳
▼❡%✉,❡% ❡①♣/,✐♠❡♥"❛❧❡%
▲❡) ♠❡)✉,❡) ,❡)&❡♥& ❧❛ )♦✉,❝❡ ❞✬✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉) ✜❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡,♥❛♥& ❧❛ B✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❡&
❧❛ ❝❛,❛❝&=,✐)❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦)❡ ♣=,✐♣❤=,✐B✉❡✳ ❊❧❧❡) )♦♥& ♣❛, ❛✐❧❧❡✉,) )②)&=♠❛&✐B✉❡♠❡♥& ,=❛❧✐)=❡)
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B(Z,N) = Z ×mp +N ×mn −m(Z,N) ✭✷✳✷✮
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✹✸
❛✈❡❝ mp ❧❛ ♠❛&&❡ ❞✉ ♣*♦,♦♥✱ mn ❧❛ ♠❛&&❡ ❞✉ ♥❡✉,*♦♥ ❡, m(Z,N) ❧❛ ♠❛&&❡ ❞✉ ♥♦②❛✉
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9✉✐ &♦♥, ✉,✐❧✐&3& ❞❛♥& ❧❡& &②&,8♠❡& ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛,✐♦♥ ❞❡& ❢❛✐&❝❡❛✉① ❞❡ ♣❤♦,♦♥&✱ ❧❛ ♣*♦❜❛❜✐❧✐,3
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❡, ✭✷✳✷✮ ✿
Sn(82, 125) = B(82, 125)−B(82, 124)
= mn +m(82, 124)−m(82, 125)
= 1, 008665u+ 205, 974440u− 206, 975872u
= 6, 74 ▼❡❱
✭✷✳✸✮
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❧✬3♥❡*❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥, ❡&, ,*❛♥&❢3*3❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ✈✐❛ ❧❡ ❝❤❛♠♣ 3❧❡❝,*✐9✉❡ ♦&❝✐❧❧❛♥, ❞✉
✹✹ ❉♦#✐♠&'(✐❡ ❞❡# ♥❡✉'(♦♥#
♣❤♦#♦♥ ❝❡ '✉✐ ✐♥❞✉✐# ❞❡+ ♦+❝✐❧❧❛#✐♦♥+ ❡♥#.❡ ♥✉❝❧/♦♥+ ❞❛♥+ ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ▲♦.+'✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥+✐❞4.❡
❞✐✛/.❡♥#+ ✐+♦#♦♣❡+ ♣♦✉. ❝❡.#❛✐♥❡+ /♥❡.❣✐❡+ ♣❛.#✐❝✉❧✐4.❡+✱ ♦♥ ✈♦✐# ❛♣♣❛.❛✐#.❡ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ♣.♦❞✉❝✲
#✐♦♥ ♣❤♦#♦✲♥✉❝❧/❛✐.❡ ♣♦✉. ❧❡+ ./❛❝#✐♦♥ ✭γ✱♥✮✳ ❈❡ +♦♥# ❧❡+ ♣✐❝+ ❞❡ ./+♦♥❛♥❝❡ ❣/❛♥#❡ ❞✐♣♦❧❛✐.❡✳
=♦✉. ❧❡+ ✐+♦#♦♣❡+ ❛✈❡❝ Z > 60✱ ❧❡+ /♥❡.❣✐❡+ ❞✉ ♣✐❝ +❡ +✐#✉❡♥# ❡♥#.❡ ✶✵ ❡# ✶✽ ▼❡❱✳
✷✳✷✳✸ ❙❡❝&✐♦♥* ❡✣❝❛❝❡* ✭γ✱x♥✮ ♣♦✉2 ❞❡* 4❧4♠❡♥&* ❞✬✐♥&428& ❡♥ 2❛❞✐♦&❤42❛♣✐❡
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♣.♦❞✉✐#+ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡.❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦#♦♥ ❡# ❞❡ ❧❛ +❡❝#✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣❤♦#♦✲♥✉❝❧/❛✐.❡✳ ▲❛
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σtot =
∞
∑
i=1
σ(γ, xn) ✭✷✳✹✮
▲❡+ +❡❝#✐♦♥+ ❡✣❝❛❝❡+ ❞❡+ ./❛❝#✐♦♥+ ✭γ✱i♥✮ ♣♦✉. ❧❡ 12❈✱ 14◆✱ 16❖✱ 206=❜✱ 207=❜✱ 208=❜ ❡# 186❲
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❢♦♥❞❛♠❡♥#❛❧❡+ ❞❡ ❧❛ +❡❝#✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣❤♦#♦✲❛❜+♦.♣#✐♦♥ +✉✐# ✉♥❡ ❝♦✉❜❡ ❞❡ ▲♦.❡♥#③ ❬✶✷✵❪
❛✈❡❝ ✿
σ(E) =
σm
1 + [(E2 − E2m)2/E2Γ2]
✭✷✳✺✮
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✶✽ ▼❡❱✱ ✶✵ ▼❡❱ ❡( ✶✺ ▼❡❱ ✭❋✐❣✉#❡ ✷✳✷✮✳ ▲♦#0H✉❡ ❧✬2♥❡#❣✐❡ ❞❡0 #❛②♦♥0 ❳ ❛✉❣♠❡♥(❡ ♣♦✉#
❛((❡✐♥❞#❡ ❧❡0 ✷✷✲✷✻ ▼❡❱✱ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ #20♦♥❛♥❝❡ ❡0( ❛((❡✐♥( ♣♦✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡0 (#♦✐0 ✐0♦(♦♣❡0✳
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✹✺
▲❡" "❡❝$✐♦♥" ❡✣❝❛❝❡" ❧❡" ♣❧✉" -❧❡✈-❡" ♠❡"✉0-❡" ♣♦✉0 ❝❡" $0♦✐" -❧-♠❡♥$" "♦♥$ 0❡"♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$
❞❡ ✼ ❜✱ ✶✺ ❜ ❡$ ✾ ❜✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❙❡❝&✐♦♥* ❡✣❝❛❝❡* ♣❤♦&♦✲♥✉❝❧2❛✐3❡* ♣♦✉3 ❞✐✈❡3* 2❧2♠❡♥&* ♣32*❡♥&* ❞❛♥* ❧❛ &7&❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝
✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡& ❞❛♥* ❧❡ ❝♦3♣* ❤✉♠❛✐♥ ✭❞3♦✐&❡✮ ❬✶✶✾❪
✷✳✷✳✹ ➱♥❡&❣✐❡ ❝✐♥*+✐,✉❡ ❞❡/ ♥❡✉+&♦♥/ *♠✐/
❯♥❡ ❢♦✐" ❧❡ "❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ 0-❛❝$✐♦♥ ❛$$❡✐♥$✱ ❧❡" ♥❡✉$0♦♥" "♦♥$ -♠✐" ❛✈❡❝ ❞❡" -♥❡0❣✐❡" ❝✐♥-$✐<✉❡"
$❡❧❧❡" <✉❡ ✿
En = Eγ − Eseuil ✭✷✳✻✮
❛✈❡❝ ❞❡" ✈-❧♦❝✐$-" vn -❣❛❧❡" B ✿
vn =
(
2En
mn
) 1
2
✭✷✳✼✮
❛✈❡❝ En ❧✬-♥❡0❣✐❡ ❞✉ ♥❡✉$0♦♥ -♠✐"✱ Eseuil ❧✬-♥❡0❣✐❡ "❡✉✐❧ ❡$ mn ❧❛ ♠❛""❡ ❞✉ ♥❡✉$0♦♥✳ ▲❡"
♣❤♦$♦♥❡✉$0♦♥" ❡♥ 0❛❞✐♦$❤-0❛♣✐❡ "♦♥$ ❛✐♥"✐ -♠✐" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛0❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬-♥❡0❣✐❡ ❞-♣❡♥❞❛♥$
❞✉ "♣❡❝$0❡ ❞❡ ❘❳ ❣-♥-0- ♣❛0 ❧❡ ❧✐♥❛❝✳ ▲❡" -♥❡0❣✐❡" ♠❛①✐♠❛❧❡" ❞❡" ♥❡✉$0♦♥" -♠✐" ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥
❞❡ ❧✬-♥❡0❣✐❡ ❞❡" 0❛②♦♥" ❳ ❡$ ❞❡ ❧✬-❧-♠❡♥$ ♣0✐" ❡♥ ❝♦♠♣$❡✱ "♦♥$ ❞♦♥♥-❡" ❞❛♥" ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳
➱❧%♠❡♥&
➱♥❡'❣✐❡ ❞❡" ♣❤♦&♦♥"
❬▼❡❱❪
✻ ✶✵ ✶✽
12
❈ ✲ ✲ ✲
14
◆ ✲ ✲ ✼✱✹✹
16
❖ ✲ ✲ ✷✱✷✽
9
❇❡ ✹✱✸✸ ✽✱✸✸ ✶✻✱✸✸
206
R❜ ✲ ✶✱✾✺ ✾✱✾✺
207
R❜ ✲ ✸✱✷✺ ✶✶✱✷✺
208
R❜ ✲ ✷✱✻✾ ✶✵✱✻✾
186
❲ ✲ ✷✱✼✽ ✶✵✱✼✽
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ➱♥❡3❣✐❡* ❝✐♥2&✐@✉❡* ♠❛①✐♠❛❧❡* ❞❡* ♣❤♦&♦♥❡✉&3♦♥* ♣3♦❞✉✐&* B ♣❛3&✐3 ❞❡ ♣❤♦&♦♥* ❞✬2♥❡3❣✐❡
✻✱ ✶✵✱ ✶✽ ▼❡❱
✹✻ ❉♦$✐♠'()✐❡ ❞❡$ ♥❡✉()♦♥$
✷✳✸ ■♥%❡'❛❝%✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉%'♦♥- ❞❛♥- ❧❛ ♠❛%✐1'❡
▲❡ ♥❡✉$%♦♥✱ ♣❛%$✐❝✉❧❡ ♥❡✉$%❡✱ ♥✬❡.$ ♣❛. ❛✛❡❝$0 ♣❛% ❧❛ ❜❛%%✐2%❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✳
❈❡$$❡ ♣❛%$✐❝✉❧❡ 8✉✐ ❛ ✉♥❡ 0♥❡%❣✐❡ ❛✉ %❡♣♦. ❞❡ ✾✸✾✱✺✻ ▼❡❱✴❝
2
❡.$ ✐♥.$❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦%. ❞✉ ♥♦②❛✉
❡$ .❡ $%❛♥.❢♦%♠❡ ❡♥ ♣%♦$♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✉%0❡ ❞❡ ✈✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✷ ♠✐♥ .❡❧♦♥ ❧❛ %0❛❝$✐♦♥ ❞❡
❞0.✐♥$0❣%❛$✐♦♥ .✉✐✈❛♥$❡ ✿
♥ → ♣ + ❡ + ν̄e ✭✷✳✽✮
▲❡. ♥❡✉$%♦♥. .♦♥$ ❝❧❛..0. ❡♥ ♣❧✉.✐❡✉%. ❝❛$0❣♦%✐❡. .❡❧♦♥ ❧❡✉% 0♥❡%❣✐❡ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸✮✳
❚②♣❡ ❞❡ ♥❡✉()♦♥ ➱♥❡)❣✐❡
❯❧$%❛✲❢%♦✐❞ <✶✵✵ ♠❡❱
❋%♦✐❞ <✷✺ ♠❡❱
❚❤❡%♠✐8✉❡ ✭❧❡♥$✮ ✷✺ ♠❡❱✲✵✱✺ ❡❱
❊♣✐$❤❡%♠✐8✉❡ ✵✱✺ ❡❱✲✺✵ ❦❡❱
■♥$❡%♠0❞✐❛✐%❡ ✺✵ ❦❡❱✲✶ ▼❡❱
❘❛♣✐❞❡ ✶ ▼❡❱ ✲ ✷✵ ▼❡❱
❘❡❧❛$✐✈✐.$❡ ✷✵ ▼❡❱ ✲ ✶ ●❡❱
❯❧$%❛✲%❡❧❛$✐✈✐.$❡ ✶ ●❡❱✲✶✵ ❚❡❱
❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❈❧❛''✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡' ♥❡✉+1♦♥' ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉1 3♥❡1❣✐❡
✷✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞✬❛**+♥✉❛*✐♦♥
▲❡. ♥❡✉$%♦♥. %❛♣✐❞❡. ♣❡%❞❡♥$ ❡..❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❧❡✉% 0♥❡%❣✐❡ ♣❛% ❞✐✛✉.✐♦♥ 0❧❛.$✐8✉❡ ❛✈❛♥$ ❧❡✉%
❝❛♣$✉%❡ ♣❛% ✉♥ ♥♦②❛✉ ✉♥❡ ❢♦✐. ❧✬0♥❡%❣✐❡ $❤❡%♠✐8✉❡ ❛$$❡✐♥$❡✳
▲❡✉% ❛$$0♥✉❛$✐♦♥ ❞❛♥. ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ $%❛✈❡%.0 .✉✐$ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡.$ ❧❡ ❝❛.
♣♦✉% ❧❡. %❛②♦♥♥❡♠❡♥$. 0❧❡❝$%♦♠❛❣♥0$✐8✉❡.✮ ✿
Φ(x) = Φ0 exp
(−Σx)
✭✷✳✾✮
❛✈❡❝
Σ = nσtot ❡$ n = ρ
NA
M ❡$ σtot = (σab + σdif )
Φ(x) ✿ ✢✉① ❞❡ ♥❡✉$%♦♥. ♥✬❛②❛♥$ ♣❛. ✐♥$❡%❛❣✐$ ❞❛♥. ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ V ✉♥❡ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% x
Φ0 ✿ ✢✉① ❞❡ ♥❡✉$%♦♥. ✐♥❝✐❞❡♥$.
Σ ✿ .❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♠❛❝%♦.❝♦♣✐8✉❡
σab ✿ .❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬❛❜.♦%♣$✐♦♥
σdif ✿ .❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥
n ✿ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛$♦♠❡. ❝✐❜❧❡ ♣❛% ✉♥✐$0 ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
ρ ✿ ♠❛..❡ ✈♦❧✉♠✐8✉❡
NA ✿ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❆✈♦❣❛❞%♦
M ✿ ♠❛..❡ ♠♦❧❛✐%❡
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✹✼
✷✳✸✳✷ ▲✐❜&❡ ♣❛&❝♦✉&- ♠♦②❡♥
❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡( ♣❤♦*♦♥(✱ ❧♦&(-✉✬✉♥ ♥❡✉*&♦♥ *&❛✈❡&(❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬3♣❛✐((❡✉& ▲✱ (❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐*3
❞✬✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ p(L) ❡(* ❞♦♥♥3❡ ♣❛& ✿
p(L) = 1− exp(ΣtotL) ✭✷✳✶✵✮
❛✈❡❝ Σtot ❧❛ (❡❝*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♠❛❝&♦(❝♦♣✐-✉❡ *❡❧❧❡ -✉❡ Σtot = σtotN ♦? σtot ❝♦&&❡(♣♦♥❞ @
❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡( (❡❝*✐♦♥( ❡✣❝❛❝❡( ♠✐❝&♦(❝♦♣✐-✉❡( ❞❡ *♦✉*❡( ❧❡( ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥( ♣♦((✐❜❧❡( ♣♦✉& ❧❡(
♥❡✉*&♦♥( ❞✬✉♥❡ 3♥❡&❣✐❡ ❞♦♥♥3❡ ❡* N ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ♣❛& ✉♥✐*3 ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡ ❧✐❜&❡ ♣❛&❝♦✉&( ♠♦②❡♥( l̄ ❞❡( ♥❡✉*&♦♥(✱ -✉✐ ❝♦&&❡(♣♦♥❞ @ ❧❛ ❞✐(*❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛&❝♦✉&✉❡
♣❛& ❝❡( ♣❛&*✐❝✉❧❡( (❛♥( (✉❜✐& ❞✬✐♥*❡&❛❝*✐♦♥✱ ❡(* ❛❧♦&( ❞♦♥♥3 ♣❛& ✿
l̄ =
1
Σtot
✭✷✳✶✶✮
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹ ✐♥❞✐-✉❡ -✉❡❧-✉❡( ✈❛❧❡✉&( ❞❡ ❧✐❜&❡ ♣❛&❝♦✉&( ♠♦②❡♥ ❞❡( ♥❡✉*&♦♥( ❡♥*&❡ ✶✵ ❦❡❱
❡* ✷✵ ▼❡❱ ❬✶✷✷❪✳
En ❬▼❡❱❪ ✵✱✵✶ ✵✱✶ ✶ ✺ ✶✵ ✷✵
l̄ ❬❝♠❪ ✵✱✽ ✶✱✶ ✷✱✹ ✻✱✽ ✾✱✽ ✶✶✱✸
❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ▲✐❜'❡) ♣❛'❝♦✉') ♠♦②❡♥) ❞❡) ♥❡✉3'♦♥) ❞❛♥) ❧✬❡❛✉ ❬✶✷✷❪
✷✳✸✳✸ ▲❡- ❞✐✛3&❡♥4- 4②♣❡- ❞✬✐♥4❡&❛❝4✐♦♥
▲❡( ♥❡✉*&♦♥( ✐♥*❡&❛❣✐((❡♥* (❡❧♦♥ ❞❡✉① *②♣❡( ❞❡ ♣&♦❝❡((✉( ✿
✖ ❧❛ ❞✐✛✉(✐♦♥ ✭3❧❛(*✐-✉❡✭♥✱♥✮ ♦✉ ✐♥3❧❛(*✐-✉❡ ✭♥✱♥✬✮✮ ♣❛& ✉♥ ♥♦②❛✉ ✿
❝✬❡(* ❧❡ ♣&♦❝❡((✉( ♣&3♣♦♥❞3&❛♥* ♣♦✉& ❧❡( 3♥❡&❣✐❡( 3❧❡✈3❡(✳ ▲❡( ♥❡✉*&♦♥( &❛♣✐❞❡( (❡
*&♦✉✈❡♥* &❛❧❡♥*✐( ❞✬❛✉*❛♥* ♣❧✉( -✉❡ ❧❡( ♥♦②❛✉① ❝✐❜❧❡( ♦♥* ✉♥❡ ♠❛((❡ ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❞❡( ♥❡✉*&♦♥(✳ ▲❛ (❡❝*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ *♦*❛❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ✭σdiff ✮ ❝♦&&❡(♣♦♥❞ @ ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡
❧❛ (❡❝*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ 3❧❛(*✐-✉❡ ✭σl✮ ❡* ✐♥3❧❛(*✐-✉❡ ✭σinel✮✳
✖ ❧✬❛❜(♦&♣*✐♦♥ ✿
❡❧❧❡ (❡ ♣&♦❞✉✐* ❧♦&( ❞❡( &3❛❝*✐♦♥( ♥✉❝❧3❛✐&❡( ✭♥✱①✮✱ ❞❡( &3❛❝*✐♦♥( ❞❡ ✜((✐♦♥✭♥✱❢✮ ❡* ❞❡(
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ $%♦❝❡))✉) ❞❡ ❞✐✛✉)✐♦♥ /❧❛)2✐3✉❡ ❞✉ ♥❡✉2%♦♥
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ *❡❝✉❧✱ ♦♥ ❛ ✿
(P ′n)
2 = (P 2n)
2 + (P 2r )
2 − 2PnPr cos θr ✭✷✳✶✷✮
❈❡ 5✉✐ ♣❡*♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐* ❧❛ *❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'*❡ Er ❡' En ✿
Er = 4
mnmr
(mn +mr)2
En cos
2 θr ✭✷✳✶✸✮
❛✈❡❝ ✿
mn ✿ ♠❛;;❡ ❞✉ ♥❡✉'*♦♥
mr ✿ ♠❛;;❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ *❡❝✉❧
❙✐ ❧✬♦♥ ❡;' ❡♥ ♣*=;❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♠♣♦;= ❞❡ ♥♦②❛✉① ❧=❣❡*; ✭♠❛;;❡ ✈♦✐;✐♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
♥❡✉'*♦♥✮ ❡' ♣❧✉; ♣❛*'✐❝✉❧✐@*❡♠❡♥' ❡♥ ♣*=;❡♥❝❡ ❞✬❛'♦♠❡; ❞✬❤②❞*♦❣@♥❡✱ ♦♥ ❛✉*❛mn = mr ≈ mH
❡' ❞❛♥; ❝❡ ❝❛; ✿
Er = Encos
2θr ✭✷✳✶✹✮
❉❛♥; ✉♥❡ ❝♦❧❧✐;✐♦♥ ❢*♦♥'❛❧❡ ✭θr = 0✮✱ ❧❛ ❢*❛❝'✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬=♥❡*❣✐❡ Γ = Er/En '*❛♥;♠✐;❡
❛✉ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ 5✉❛♥❞ ❧❛ ♠❛;;❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥'❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐5✉= ♣❛* ❧❡;
✈❛❧❡✉*; ❞✉ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✺✳
▲❡; ;❡❝'✐♦♥; ❡✣❝❛❝❡; ❞❡ ❞✐✛✉;✐♦♥ =❧❛;'✐5✉❡ ❞❡; ♥❡✉'*♦♥; ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉* =♥❡*❣✐❡ ;✉* ❞❡;
❛'♦♠❡; ❞❡ ❈✱ ❍ ❡' ❖ ;♦♥' *❡♣*=;❡♥'=❡; ;✉* ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✹✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❙❡❝2✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥2❡%❛❝2✐♦♥ ❞❡)
♥❡✉2%♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛%❜♦♥❡✱ ❧✬♦①②✲
❣?♥❡ ❡2 ❧✬❤②❞%♦❣?♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡
❧✬/♥❡%❣✐❡ ❞✉ ♥❡✉2%♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥2 ❬✶✷✸❪
◆♦②❛✉ ❝✐❜❧❡ ▼❛;;❡ ❛'♦♠✐5✉❡ ❋*❛❝'✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ =♠✐;❡ Γ
❍②❞*♦❣@♥❡ ✶ ✶
❉❡✉'=*✐✉♠ ✷ ✽✴✾≈ ✵✱✽✾
❍=❧✐✉♠ ✹ ✶✻✴✷✹≈ ✵✱✻✹
❈❛*❜♦♥❡ ✶✷ ✹✽✴✶✻✾≈ ✵✱✷✽
❖①②❣@♥❡ ✶✻ ✻✹✴✷✽✾ ≈ ✵✱✷✷
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✭✷✳✶✻✮
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DT,R "❡❧ 3✉❡ ✿
HT =
∑
WR ×DT,R ✭✷✳✶✾✮
❛✈❡❝ DT,R ❧❛ ❞♦#❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❜#♦+❜/❡ ❞❛♥# ✉♥ ♦+❣❛♥❡ ♦✉ ✉♥ "✐##✉ T ✱ ❞✉ ❢❛✐" ❞✬✉♥ +❛②♦♥♥❡♠❡♥"
R ❡" ❛✈❡❝ WR ❧❡ ❢❛❝"❡✉+ ❞❡ ♣♦♥❞/+❛"✐♦♥ +❛❞✐♦❧♦❣✐3✉❡ 3✉✐ ✈❛+✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ "②♣❡ ❡" ❧✬/♥❡+❣✐❡ ❞✉
+❛②♦♥♥❡♠❡♥" R ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ❬✶✸✹❪✮✳ ▲✬✉♥✐"/ ❞❡ ❧❛ ❞♦#❡ /3✉✐✈❛❧❡♥"❡ ❡#" ❧❡ #✐❡✈❡+" ✭❙✈✮✳
❚②♣❡ ❞❡ '❛②♦♥♥❡♠❡♥& WR
γ✱ ①✱ ❡±✱ µ± ✶
♣✱ π± ✷
α✱ ❋❋✱ ■▲ ✷✵
♥❡✉"+♦♥#









2, 5 + 18, 2× exp−[ln(En)]2/6 #✐ En < 1MeV
5 + 17× exp−[ln(2En)]2/6 #✐ 1MeV 6 En 6 50MeV
2, 5 + 3, 25× exp−[ln(0,04En)]2/6 #✐ En > 50MeV
❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✕ ❱❛❧❡✉)* ❞❡ WR ❞✬❛♣).* ❧❡* ❞❡)♥✐.)❡* )❡❝♦♠♠❛♥❞❛4✐♦♥* ❞❡ ❧✬■❈❘8 ❬✶✸✹❪
❉♦+❡ ❡✣❝❛❝❡
◆♦"/❡ E✱ ❡❧❧❡ ❝♦++❡#♣♦♥❞ M ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞♦#❡# /3✉✐✈❛❧❡♥"❡# +❡N✉❡# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ "♦✉# ❧❡#
♦+❣❛♥❡# ♦✉ "✐##✉# ❡①♣♦#/#✳ ❈❤❛3✉❡ ❞♦#❡ /3✉✐✈❛❧❡♥"❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♦+❣❛♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥ "✐##✉ ❡#"
♣♦♥❞/+/❡ ♣❛+ ✉♥ ❢❛❝"❡✉+ WT 3✉✐ ♣+❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❛ +❛❞✐♦#❡♥#✐❜✐❧✐"/ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# "✐##✉# ♦✉
❞❡# ♦+❣❛♥❡# ❝♦♥#✐❞/+/# ✿
E =
∑
WT ×HT =
∑
WT ×
∑
WR ×DT,R ✭✷✳✷✵✮
✺✹ ❉♦$✐♠'()✐❡ ❞❡$ ♥❡✉()♦♥$
❛✈❡❝ WT ❧❡ ❢❛❝&❡✉( ❞❡ ♣♦♥❞-(❛&✐♦♥ &✐//✉❧❛✐(❡ ❞❡ ❧✬♦(❣❛♥❡✳ ❙❡/ ✈❛❧❡✉(/ /♦♥& (-♣❡(&♦(✐-❡/ ❞❛♥/
❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾✳ ▲✬✉♥✐&- ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡/& ❧❡ /✐❡✈❡(& ✭❙✈✮✳
❚✐$$✉ WT
∑
WT
▼♦❡❧❧❡ ♦//❡✉/❡✱ ❝♦❧♦♥✱ ♣♦✉♠♦♥/✱ ❧✬❡/&♦♠❛❝✱ /❡✐♥✱ &✐//✉/ (❡/&❛♥&/ ✵✱✶✷ ✵✱✼✷
●♦♥❛❞❡/ ✵✱✵✽ ✵✱✵✽
❱❡//✐❡✱ E/♦♣❤❛❣❡✱ ❢♦✐❡✱ &❤②(♦H❞❡ ✵✱✵✹ ✵✱✶✻
❙✉(❢❛❝❡ ♦//❡✉/❡✱ ❝❡(✈❡❛✉✱ ❣❧❛♥❞❡/ /❛❧✐✈❛✐(❡/✱ ♣❡❛✉ ✵✱✵✶ ✵✱✵✹
❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✕ ❱❛❧❡✉)* ❞❡ WT )❡❝♦♠♠❛♥❞0❡* ❬✶✸✹❪
✷✳✺✳✶✳✷ ●%❛♥❞❡✉%+ ♦♣.%❛/✐♦♥♥❡❧❧❡+
❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞♦/❡ -L✉✐✈❛❧❡♥&❡ ❡& ❧❛ ❞♦/❡ ❡✣❝❛❝❡ /✉( ❧❡/L✉❡❧❧❡/ (❡♣♦/❡♥& ❧❡/ ❧✐♠✐&❡/ ❞❡ ❞♦/❡/
♥❡ /♦♥& ♣❛/ ❞✐(❡❝&❡♠❡♥& ♠❡/✉(❛❜❧❡/✱ ❧✬■❈❘❯ ❛ ✐♥&(♦❞✉✐& ❞P/ ✶✾✽✺ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣& ❞❡ ❣(❛♥❞❡✉(/
♦♣-(❛&✐♦♥♥❡❧❧❡/ ♣♦✉( ❢♦✉(♥✐( ✉♥❡ ❡/&✐♠❛&✐♦♥ (❛✐/♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡/ ❣(❛♥❞❡✉(/ ❞❡ ♣(♦&❡❝&✐♦♥✳ ❈❡/
❣(❛♥❞❡✉(/ L✉✐ /♦♥& ❡♥ ♣❛(&✐❝✉❧✐❡( ❞-✜♥✐❡/ ♣♦✉( ❧❛ ❞♦/✐♠-&(✐❡ ❞✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❡& ♣♦✉( ❧❛ ❞♦/✐♠-&(✐❡
♣❡(/♦♥♥❡❧❧❡ /♦♥& ❞-✈❡❧♦♣♣-❡/ ❞❛♥/ ✉♥ ❜✉& ❞✬-&❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡/ ❛♣♣❛(❡✐❧/ ❞❡ ♠❡/✉(❡ ❞❡/&✐♥-/ S ❧❛
/✉(✈❡✐❧❧❛♥❝❡ (❛❞✐♦❧♦❣✐L✉❡✳
●%❛♥❞❡✉%+ ♦♣.%❛/✐♦♥♥❡❧❧❡+ ♣♦✉% ❧❛ ❞♦+✐♠./%✐❡ ❞❡ ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡
❊❧❧❡/ /♦♥& ❞-✜♥✐❡/ ❣(U❝❡ S ❧❛ /♣❤P(❡ ■❈❘❯ ✭/♣❤P(❡ ❞❡ ✸✵ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠P&(❡ ❡♥ ♠❛&-(✐❛✉
-L✉✐✈❛❧❡♥& &✐//✉ (❡♣(-/❡♥&❛♥& ❧❡ ❝♦(♣/ ❤✉♠❛✐♥✮✳ ❈❡/ ❣(❛♥❞❡✉(/ ❝♦((❡/♣♦♥❞❡♥& S ❧❛ ❞♦/❡ -L✉✐✲
✈❛❧❡♥&❡ ❡♥ ❙✐❡✈❡(& L✉✐ ❡①✐/&❡(❛✐& ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❧❛ /♣❤P(❡ /✐ ♦♥ ❧✬❛✈❛✐& ♣❧❛❝-❡ ❞❛♥/ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡
(❛②♦♥♥❡♠❡♥&✳
❊!✉✐✈❛❧❡♥) ❞❡ ❞♦,❡ ❛♠❜✐❛♥)
◆♦&- ❍
∗
✭❞✮✱ ✐❧ (❡♣(-/❡♥&❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥& ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ (❛②♦♥♥❡♠❡♥& ✉♥✐❞✐(❡❝&✐♦♥♥❡❧ ❧❛ ❞♦/❡
-L✉✐✈❛❧❡♥&❡ L✉✐ /❡(❛✐& ♣(♦❞✉✐&❡ ♣❛( ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ (❛②♦♥♥❡♠❡♥& S ✉♥❡ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ❞ ✭❡♥ ♠♠✮
❞❛♥/ ❧❛ /♣❤P(❡ ■❈❘❯✱ /✉( ✉♥ (❛②♦♥ L✉✐ ❢❛✐& ❢❛❝❡ S ❧❛ ❞✐(❡❝&✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬✶✸✺❪✳ ❈❡&&❡ ❣(❛♥✲
❞❡✉( ❡/& /✉(&♦✉& ✉&✐❧✐/-❡ ♣♦✉( ❡/&✐♠❡( ❧❡/ ❞♦/❡/ ❧✐-❡/ ❛✉① (❛②♦♥♥❡♠❡♥&/ ❢♦(&❡♠❡♥& ♣-♥-&(❛♥&/✳
]♦✉( ❝❡ &②♣❡ ❞❡ (❛②♦♥♥❡♠❡♥&/✱ ❧❛ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( (❡❝♦♠♠❛♥❞-❡ ❡/& ❞❡ ✶✵ ♠♠ ❡& ❧❛ ❣(❛♥❞❡✉(
❛❧♦(/ ✉&✐❧✐/-❡ ❡/& ❍
∗
✭✶✵✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡(♠❡& ❞✬❛✈♦✐( ✉♥❡ ❡/&✐♠❛&✐♦♥ (❛✐/♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❡✣❝❛❝❡
❡& ❡/& ❝♦✉(❛♠♠❡♥& ✉&✐❧✐/-❡ ♣♦✉( -&❛❧♦♥♥❡( ❞❡/ ❛♣♣❛(❡✐❧/ ❞❡ (❛❞✐♦♣(♦&❡❝&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❝♦♥&(^❧❡
❞✬❛♠❜✐❛♥❝❡✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❝❡ &(❛✈❛✐❧✱ ❝✬❡/& ❞❛♥/ ❝❡&&❡ ❣(❛♥❞❡✉( L✉❡ ❧❛ (-♣♦♥/❡ ❞❡/ ]❆❉❈
✭♣♦❧②✲❛❧❧②❧✲❞✐❣❧②❝♦❧ ❝❛(❜♦♥❛&❡✮ ❞❡ &②♣❡ ❈❘✲✸✾ ✭L✉✐ ❝♦((❡/♣♦♥❞ S ❧❛ ❞-♥♦♠✐♥❛&✐♦♥ ❝♦♠♠❡(✲
❝✐❛❧❡ ✧❈♦❧✉♠❜✐❛ (❡/✐♥ ★ ✸✾✧✮ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ❛ -&- -✈❛❧✉-❡✳
❊!✉✐✈❛❧❡♥) ❞❡ ❞♦,❡ ❞✐/❡❝)✐♦♥♥❡❧
❈❡&&❡ ❣(❛♥❞❡✉( ♥♦&-❡ ❍✬✭❞✱Ω✮ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞♦/❡ -L✉✐✈❛❧❡♥&❡ L✉✐ /❡(❛✐& ♣(♦❞✉✐&❡ ♣❛( ✉♥ ❝❤❛♠♣
❞❡ (❛②♦♥♥❡♠❡♥& S ✉♥❡ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ❞ ✭❡♥ ♠♠✮ ❞❛♥/ ❧❛ /♣❤P(❡ ■❈❘❯✱ /✉( ❧❛ ❞✐(❡❝&✐♦♥ /♣-❝✐✜-❡ Ω✳
❊❧❧❡ ❡/& /✉(&♦✉& ✉&✐❧✐/-❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❞♦/❡/ ❞✉❡/ S ❞❡/ (❛②♦♥♥❡♠❡♥&/ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥& ♣-♥-&(❛♥&/✳
❖♥ (❡❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ❞❡ ✵✱✵✼ ♠♠ ✭❍✬✭✵✱✵✼✱Ω✮ ♣♦✉( ❧❛ ♣❡❛✉✮ ❡& ✸ ♠♠ ✭❍✬✭✸✱Ω✮ ♣♦✉(
❧❡ ❝(✐/&❛❧❧✐♥✮✳ ▲✬-L✉✐✈❛❧❡♥& ❞❡ ❞♦/❡ ❞✐(❡❝&✐♦♥♥❡❧ ❡/& ✉♥ ❜♦♥ ❡/&✐♠❛&❡✉( ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ -L✉✐✈❛❧❡♥&❡
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▲❛ ❞#"❡❝"✐♦♥ ❞❡2 ♥❡✉"3♦♥2 ❡2" ♣❧✉2 ❝♦♠♣❧✐+✉#❡ +✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡2 ♣❤♦"♦♥2 ♦✉ ❞❡2 ♣❛3"✐❝✉❧❡2
❝❤❛3❣#❡2 ❝❛3 ✐❧2 2❡ ❞#"❡❝"❡♥" ❡22❡♥"✐❡❧❧❡♠❡♥" ♣❛3 ❧❡✉32 ✐♥"❡3❛❝"✐♦♥2 ❛✈❡❝ ❞❡2 ♥♦②❛✉① ❛"♦♠✐+✉❡2
❡" ❝❡ 2✉3 ✉♥❡ ❧❛3❣❡ ❣❛♠♠❡ ❡♥ #♥❡3❣✐❡ ✭♠❡❱ ❛✉ ●❡❱✮✳ C❛3 ❛✐❧❧❡✉32✱ ❧❛ ♣3#2❡♥❝❡ 2②2"#♠❛"✐+✉❡
❞❡ ♣❤♦"♦♥2 ❞❛♥2 ❧❡2 ❝❤❛♠♣2 ♥❡✉"3♦♥✐+✉❡2 ✐♠♣♦2❡ ❧❛ ♥#❝❡22✐"# ❞✬❛✈♦✐3 ❞❡2 ♠♦②❡♥2 ❞❡ ❞#"❡❝"✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ "3❛♥2♣❛3❡♥❝❡ ❛✉① ♣❤♦"♦♥2 ♦✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞✐2❝3✐♠✐♥❛"✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳
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▲✐ ♣♦✉! ♣❡!♠❡--!❡ ✉♥❡ !+❛❝-✐♦♥ ✭♥✱α✮ ❡- ♣♦✉! ❧❛ ❞+-❡❝-✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉-!♦♥* !❛♣✐❞❡*✱
✉♥ ❝♦♥✈❡!-✐**❡✉! ❤②❞!♦❣+♥+ *❡!❛ ✉-✐❧✐*+ ✭♣♦❧②+-❤②❧A♥❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣!♦❞✉✐!❡ ❞❡* ♣!♦-♦♥* ❞❡ !❡❝✉❧
:✉✐ ✈♦♥- ✐♥-❡!❛❣✐! ❞❛♥* ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞+-❡❝-❡✉!✳ ❯♥ ❣!❛♥❞ ❛✈❛♥-❛❣❡ ❞❡ ❝❡ -②♣❡ ❞❡ ❞+-❡❝-❡✉! ❡*-
❧❡✉! -!❛♥*♣❛!❡♥❝❡ ❛✉① ♣❤♦-♦♥*✳
✻✵ ❉♦$✐♠'()✐❡ ❞❡$ ♥❡✉()♦♥$
▲❡ ♣❛$$❛❣❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❈❘✲✸✾ ❞❡$ ♣❛./✐❝✉❧❡$ ❝❤❛.❣4❡$ ✈❛ ♣.♦❞✉✐.❡ ❞❡$ ❞♦♠♠❛❣❡$ /♦✉/ ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ /.❛❥❡❝/♦✐.❡✳ ▲❡$ ❞4❢❛✉/$ ;✉✐ $❡.♦♥/ ❛✐♥$✐ ❝.44$ ❝♦♥$/✐/✉❡.♦♥/ ❞❡$ /.❛❝❡$ ❧❛/❡♥/❡$ ;✉✐ $❡.♦♥/
.4✈4❧4❡$ ♣❛. ✉♥ ♣.♦❝❡$$✉$ ❞✬❛//❛;✉❡ ❝❤✐♠✐;✉❡ ♦✉ 4❧❡❝/.♦❝❤✐♠✐;✉❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣/❛❣❡ ❞❡ /.❛❝❡$ $❡
❢❛✐/ ✈✐❛ ✉♥ ♠✐❝.♦$❝♦♣❡ ♦♣/✐;✉❡ ❝♦♥♥❡❝/4 = ✉♥ ♦.❞✐♥❛/❡✉.✳
▲❡$ ❉❙❚◆ 4/❛♥/ ❧❡$ ❞4/❡❝/❡✉.$ ♣.✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡ /.❛✈❛✐❧ ❞❡ /❤C$❡✱ ✐❧$ $❡.♦♥/ ♣❧✉$ ❛♠♣❧❡♠❡♥/
❞4/❛✐❧❧4$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♣✐/.❡ ♣♦./❛♥/ $✉. ❧❛ ❝❛.❛❝/4.✐$❛/✐♦♥ ❞❡$ ❈❘✲✸✾ ✭❝❤❛♣✐/.❡ ✸✮✳
▲❛ ❋✐❣✉.❡ ✷✳✶✵ .❡♣.4$❡♥/❡ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ .4♣♦♥$❡ ❞❡$ ♣.✐♥❝✐♣❛✉① ❞♦$✐♠C/.❡$ ♣❛$$✐❢$ = ♥❡✉✲
/.♦♥$ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥ 4♥❡.❣✐❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❋♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ -.♣♦♥0❡ ❞❡0 ❞♦0✐♠2)-❡0 ♣❛00✐❢0 ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬.♥❡-❣✐❡ ❞❡0 ♥❡✉)-♦♥0 ❬✶✹✷✱
✶✺✸❪
✷✳✻ ▲❛ ❞♦'❡ ♣*+✐♣❤*+✐.✉❡ ❞✉❡ ❛✉① ♥❡✉2+♦♥' ❡♥ +❛❞✐♦2❤*+❛♣✐❡
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❧✬❛ 4/4 ✈✉ ❞❛♥$ ❧❡$ $❡❝/✐♦♥$ ♣.4❝4❞❡♥/❡$✱ ❧❡ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞✬✐..❛❞✐❛/✐♦♥ ❡♥ .❛❞✐♦/❤4.❛♣✐❡
♣❡✉/ ❝♦♥/❡♥✐. ❞❡$ ♣❤♦/♦♥$ ❞♦♥/ ❧✬4♥❡.❣✐❡ ❝✐♥4/✐;✉❡ ❡$/ $✉♣4.✐❡✉.❡ ❛✉ $❡✉✐❧ ❞❡ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡
♥❡✉/.♦♥$ ✭γ✱①♥✮ ❞❛♥$ ❧❡$ ♠❛/4.✐❛✉① ❞❡ ❧❛ /K/❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝4❧4.❛/❡✉.✳ ❉❡$ ♣❤♦/♦♥❡✉/.♦♥$ ❛✐♥$✐ ;✉❡
❞❡$ ♣❤♦/♦♥$ ❞❡ ❝❛♣/✉.❡ ♥❡✉/.♦♥✐;✉❡ ✭♥✱γ✮ $♦♥/ ❣4♥4.4$ ❡/ ❝♦♥/.✐❜✉❡.♦♥/ = ❧❛ ❞♦$❡ ❞4❧✐✈.4❡ ❛✉
♣❛/✐❡♥/✳ ❈❡ .❛②♦♥♥❡♠❡♥/ ♥❡✉/.♦♥✐;✉❡ ❡$/ ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥/ ❣4♥4.4 ❞❛♥$ ❧❛ /K/❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝4❧4.❛/❡✉.
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❞✉ ❝N♥❡ 4❣❛❧✐$❛/❡✉. ❛✐♥$✐ ;✉❡ ❞✉ $②$/C♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛/✐♦♥✳ ▲❡$ ♠❛/4.✐❛✉①
❞❡ ❝❡$ $/.✉❝/✉.❡$✱ ❡$$❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ❞✉ /✉♥❣$/C♥❡ ❡/ ❞✉ ♣❧♦♠❜✱ ♦♥/ ✉♥❡ $❡❝/✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ 4❧❡✈4❡
♣♦✉. ❧❡$ .4❛❝/✐♦♥$ ✭γ✱♥✮ ❛✈❡❝ ❞❡$ 4♥❡.❣✐❡$ $❡✉✐❧$ ❞❡ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ .❡$♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ✻✱✼✹ ▼❡❱
❡/ ✻✱✶✾ ▼❡❱ ❬✶✺✹❪✳ ❈❡❝✐ 4/❛♥/✱ ❧❡ ❇❡.②❧✐✉♠✱ ♠❛/4.✐❛✉ ❝♦♥$/✐/✉❛♥/ ❧❛ ❢❡♥K/.❡ ❞❡ $♦./✐❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝
✭;✉✐ ❞♦✐/ K/.❡ ✜♥❡ ❡/ ❞❡ ❩ ❢❛✐❜❧❡✮ ❛ ✉♥❡ 4♥❡.❣✐❡ $❡✉✐❧ ❞❡ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ✶✱✻✻ ▼❡❱✱ ❝❡ ;✉✐ .❡♥❞
❧❛ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦/♦♥❡✉/.♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡ ♠K♠❡ ❛✉① 4♥❡.❣✐❡$ ❞❡ /.❛✐/❡♠❡♥/ ❧❡$ ♣❧✉$ ❜❛$$❡$
✭✻ ▼❡❱✮✳ ❉❡✉① /②♣❡$ ❞❡ ♥❡✉/.♦♥$ ✈♦♥/ K/.❡ ♣.♦❞✉✐/$ ❞❛♥$ ❧❛ /K/❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝4❧4.❛/❡✉. ✿
✖ ❧❡$ ♥❡✉/.♦♥$ ✧❞✐.❡❝/$✧ ♣.♦✈❡♥❛♥/ ❞❡ ❧❛ /K/❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝4❧4.❛/❡✉.✳ ▲❡✉. ✢✉❡♥❝❡ ❞4❝.♦_/ ❡♥
✐♥✈❡.$❡ ❝❛..4 ❞❡ ❧❛ ❞✐$/❛♥❝❡✳ ■❧$ .❡♣.4$❡♥/❡♥/ ❡♥✈✐.♦♥ ✻✵✪ ❞❡$ ♥❡✉/.♦♥$ ❡/ ❝♦♥/.✐❜✉❡♥/
= ✾✺✪ ❞❡ ❧❛ ❞♦$❡ ❞✉❡ ❛✉① ♥❡✉/.♦♥$ ❬✽✸❪
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✻✶
✖ ❧❡# ♥❡✉&'♦♥# ❞✐✛✉#,# ❞❡♣✉✐# ❧❡# ♠✉'# ❞❡ ❧❛ #❛❧❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥&✳ ■❧# ♣❡'❞❡♥& ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡
♣❛'&✐❡ ❞❡ ❧❡✉' ,♥❡'❣✐❡ ❧♦'# ❞❡ ♠✉❧&✐♣❧❡# ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥# ❥✉#5✉✬7 #❡ &❤❡'♠❛❧✐#❡' ❡& ❧❡✉' ✢✉❡♥❝❡
'❡#&❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛&✐✈❡♠❡♥& ❝♦♥#&❛♥&❡ ❞❛♥# ❧❛ #❛❧❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❬✶✺✺❪✳
❈✬❡#& 7 ♣❛'&✐' ❞❡# ❛♥♥,❡# ✶✾✼✵✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉&✐❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ 5✉❛❧✐&,# ❞❡ ❢❛✐#❝❡❛✉ ♣❧✉# ,❧❡✈,❡# 5✉❡
❝❡❧❧❡# ❞✉ ❝♦❜❛❧& ❡& ❞✉ ❜G&❛&'♦♥ 5✉❡ ❧❛ ♣'♦❜❧,♠❛&✐5✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡# ♥❡✉&'♦♥# #❡❝♦♥✲
❞❛✐'❡# ♣❡♥❞❛♥& ❧❡# &'❛✐&❡♠❡♥&# ❛ ,♠❡'❣,❡✳ ▼❛❧❣', ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ✐♠♣♦'&❛♥& ❞✬,&✉❞❡# ',❛❧✐#,❡#✱
❧❡ ❞,❜❛& '❡#&❡ ❛✉❥♦✉'❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦'❡ ♦✉✈❡'& ❡♥ '❛✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦'&❡ ✈❛'✐❛❜✐❧✐&, ❞❡# ',#✉❧&❛&# ❡&
❞❡# ♥♦♠❜'❡✉#❡# ❝♦♥&'♦✈❡'#❡# #✉' ❧❡# ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥# &✐',❡# 5✉❛♥& 7 ❧❛ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡# ♥❡✉&'♦♥#
♣❡♥❞❛♥& ❧❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❡& ❛✉① ❞♦#❡# 5✉✐ ❡♥ ❞,❝♦✉❧❡♥&✳ ▲❡# ♣❛'&✐❡# 5✉✐ #✉✐✈❡♥& ❢❡'♦♥& ,&❛& ❞❡#
❞✐✛,'❡♥&❡# ,&✉❞❡# ♠❡♥,❡# ❛✉&♦✉' ❞❡ ❧❛ ❞♦#❡ ❡& ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡# ♥❡✉&'♦♥# #❡❝♦♥❞❛✐'❡# ♣❡♥❞❛♥&
❧❡# &'❛✐&❡♠❡♥&# ❞❡ '❛❞✐♦&❤,'❛♣✐❡✳
✷✳✻✳✶ $%♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡. ♥❡✉*%♦♥. .❡❝♦♥❞❛✐%❡. ❞❛♥. ❧❛ *1*❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝3❧3%❛*❡✉%
▲❡# #♦✉'❝❡# ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞❡ ♣❤♦&♦♥❡✉&'♦♥# ❞❛♥# ❧❛ &G&❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝ #♦♥& ♠❛❥♦'✐&❛✐'❡♠❡♥& ❧❡#
❝♦♠♣♦#❛♥&# ❛②❛♥& ✉♥ ❩ ,❧❡✈, &❡❧# 5✉❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❧❡# ❝♦❧❧✐♠❛&❡✉'# ♣'✐♠❛✐'❡#✱ #❡❝♦♥❞❛✐'❡#✱ ❧❡#
❝❛❝❤❡# ♣❧♦♠❜,# ❡& ❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛&❡✉' ♠✉❧&✐❧❛♠❡#✳ ❊♥ '❛✐#♦♥ ❞❡ ❧❡✉' ❣'❛♥❞❡ #❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉'
❧❡# ',❛❝&✐♦♥# ✭γ✱♥✮✱ ❧❡ &✉♥❣#&Q♥❡ ✭❲✮ ❡& ❧❡ ♣❧♦♠❜ ✭S❜✮ #♦♥& ❧❡# #♦✉'❝❡# ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞❡ ♣❤♦✲
&♦♥❡✉&'♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ❛❝❝,❧,'❛&❡✉'# ❧✐♥,❛✐'❡#✳ ▼G♠❡ #✐ ❞✬❛✉&'❡# ,❧,♠❡♥&# &❡❧# 5✉❡ ❧❡ ❢❡' ✭❋❡✮✱
❧❡ ❝✉✐✈'❡ ✭❈✉✮ ❡& ❧✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✭❆❧✮ #♦♥& ♣',#❡♥&#✱ ❧❡✉' ♣'♦❜❛❜✐❧✐&, ❞❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉&'♦♥#
'❡#&❡ ❢❛✐❜❧❡✳ S❛' ❛✐❧❧❡✉'#✱ ❧❡# #❡✉✐❧# ❞❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦&♦♥❡✉&'♦♥# ♣♦✉' ❲ ❡& S❜ #♦♥& '❡#✲
♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❞❡ ✻✱✼✹ ❡& ✻✱✶✾ ▼❡❱ ❛❧♦'# 5✉❡ ♣♦✉' ❧❡ ❈✉ ❡& ❧❡ ❋❡ ✐❧# #♦♥& ❞❡ ✾✱✾✶ ▼❡❱ ❡&
✼✱✻✺ ▼❡❱ ❬✶✺✻❪✳ ▲❛ ♣'♦❜❛❜✐❧✐&, ❞✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❞❡# ♣❤♦&♦♥❡✉&'♦♥# ❛✉❣♠❡♥&❡ ❛✈❡❝ ❧✬,♥❡'❣✐❡ ❞❡#
♣❤♦&♦♥# ❡& #❛ ✈❛❧❡✉' ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉' ❧❡# 5✉❛&'❡# ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ,❧,♠❡♥&# ✉&✐❧✐#,# ❞❛♥# ❧❡# &G&❡#
❞✬❛❝❝,❧❡'❛&❡✉' ✭❲✱ S❜✱ ❈✉ ❡& ❋❡✮ #❡ #✐&✉❡ ♣♦✉' ❞❡# ❡♥❡'❣✐❡# ❞❡ ♣❤♦&♦♥# ❡♥&'❡ ✶✸ ❡& ✶✽ ▼❡❱
❬✶✺✼✱ ✶✺✽❪✳ ▲❡# ♣'✐♥❝✐♣❛✉① ♠❛&,'✐❛✉① ♣'♦❞✉❝&❡✉'# ❞❡ ♥❡✉&'♦♥# ✭❲ ❡& S❜✮ ❛②❛♥& ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
#❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬❛❜#♦'♣&✐♦♥ ❞❡# ♥❡✉&'♦♥# ❣,♥,',# ❞❛♥# ❧❛ &G&❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝✱ ❧❡# ♣❤♦&♦♥❡✉&'♦♥#
♦♥& ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐&, ❞❡ &'❛✈❡'#❡' ❧❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ &G&❡ ❡& ❛✐♥#✐ ❛&&❡✐♥❞'❡ ❧❡ ♣❛&✐❡♥& ❡&
❧❛ #❛❧❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❞❛♥# #♦♥ ❡♥#❡♠❜❧❡✳
❉✉'❛♥& ❝❡# ✸✵ ❞❡'♥✐Q'❡# ❛♥♥,❡#✱ ♣❧✉#✐❡✉'# ,&✉❞❡# ❞♦#✐♠,&'✐5✉❡# ❞❡# ♥❡✉&'♦♥# ♦♥& ,&, ',❛❧✐✲
#,❡#✳ ▲❡# ♠,&❤♦❞❡# ❡①♣,'✐♠❡♥&❛❧❡# ♥✬♦♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ♣❛# ♣❡'♠✐# ❞❡ ♣',❝✐#,♠❡♥& ❞,✜♥✐' ❧✬♦'✐❣✐♥❡
❞❡# ♥❡✉&'♦♥# ❛''✐✈❛♥& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❛&✐❡♥&✳ ▲❡ '❡❝♦✉'# 7 ❧❛ ♠,&❤♦❞❡ ▼❈ 7 ♣❡'♠✐# ❞❡ ❝❧❛'✐✜❡'
❝❡ ♣'♦❜❧Q♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡& ❧❛ ♠♦❞,❧✐#❛&✐♦♥ ❛ ♣❡'♠✐# ❞❡ #✉✐✈'❡ ❧✬✐♥&,❣'❛❧✐&, ❞❡# ♣❛'&✐❝✉❧❡# ❣,♥,',❡#
✭♣❤♦&♦♥✱ ,❧❡❝&'♦♥# ❡& ♥❡✉&'♦♥#✮ ❞❛♥# ❧❡# ❞✐✛,'❡♥&❡# ♣❛'&✐❡# ❞✉ ❧✐♥❛❝✱ ❡& ❝❡ ❥✉#5✉✬7 ❧❡✉' ❞✐#♣❛✲
'✐&✐♦♥✳ ▲❡# ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥# &❡❧❧❡# 5✉❡ ❧✬,♥❡'❣✐❡ ❞,♣♦#,❡ ❡& ❧❡# &②♣❡# ❞✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥# ✐♠♣❧✐5✉,❡# ♦♥&
❛✐♥#✐ ♣✉ G&'❡ ,&✉❞✐,❡#✳ S❧✉#✐❡✉'# ,&✉❞❡# ♦♥& ♣❡'♠✐# ❞✬,✈❛❧✉❡' ❧❛ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ❞❡# ❞✐✛,'❡♥&❡#
♣❛'&✐❡# ❞✉ ❧✐♥❛❝ 7 ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉&'♦♥✐5✉❡ ❣,♥,',❡ ♣❡♥❞❛♥& ❧❡ &'❛✐&❡♠❡♥&✳ ❈❡&&❡ ✢✉❡♥❝❡ ❛ ,&,
❝❛❧❝✉❧,❡ ♣♦✉' ♣❧✉#✐❡✉'# &②♣❡# ❞❡ ❧✐♥❛❝ ❝♦♠♠❡'❝✐❛❧✐#,# ❬✼✵✱ ✶✺✻✱ ✶✺✾✱ ✶✻✵✱ ✶✻✶❪✳
▲❛ ❣'❛♥❞❡✉' ✉&✐❧✐#,❡ ♣♦✉' 5✉❛♥&✐✜❡' ❧❡# ♥❡✉&'♦♥# #❡❝♦♥❞❛✐'❡# ❣,♥,',# ❞❛♥# ❧❡# ❞✐✛,'❡♥&#
&②♣❡# ❞❡ ❧✐♥❛❝# ❡#& ◗ ❬♥✳●②
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❪ ✭♥❡✉&'♦♥ #♦✉'❝❡ #&'❡♥❣&❤✮ &❡❧ 5✉❡ ❬✶✺✼❪ ✿
Q =
Nnisocentre
DRXisocentre
✭✷✳✷✶✮
❆✈❡❝ Nnisocentre ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♥❡✉&'♦♥# 7 ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡ ❡♥ ♣'♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ &G&❡ ❡& DRXisocentre
❧❛ ❞♦#❡ ❘❳ ❞,❧✐✈',❡ 7 ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡✳
✻✷ ❉♦$✐♠'()✐❡ ❞❡$ ♥❡✉()♦♥$
❆✉ "#❛✈❡#' ❞❡ ❞✐✛+#❡♥"❡' +"✉❞❡' '✉# ❧❛ .✉❛♥"✐"+ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥' ♣#♦❞✉✐"❡ ♣❛# ●② ❞❡ "#❛✐"❡♠❡♥"
4 ❧✬✐'♦❝❡♥"#❡ ✭◗✮✱ ✐❧ #❡''♦#" .✉❡ ❝❡""❡ .✉❛♥"✐"+ ❡'" ❢♦#"❡♠❡♥" ❞+♣❡♥❞❛♥"❡ ❞❡ ❧❛ .✉❛❧✐"+ ❞❡
❢❛✐'❝❡❛✉ ✉"✐❧✐'+✱ ❞❡' '"#✉❝"✉#❡' ❞❡ ❧❛ "<"❡ ❛✐♥'✐ .✉❡ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ❧✐♥❛❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ✐❧ ❛♣♣❛#❛✐"
❞❛♥' ❧❛ ❧✐""+#❛"✉#❡ ❞❡ ❢♦#"❡' ✈❛#✐❛❜✐❧✐"+' '✉# ❧❡' ✈❛❧❡✉#' ♦❜"❡♥✉❡' ♣♦✉# ✉♥❡ ♠<♠❡ .✉❛❧✐"+ ❞❡
❢❛✐'❝❡❛✉ ❡" ✉♥ ♠<♠❡ ♠♦❞=❧❡ ❞✬❛❝❝+❧+#❛"❡✉#✳ ❈❡' ❞✐✛+#❡♥❝❡' ♣#♦✈✐❡♥♥❡♥" ♥♦♥ '❡✉❧❡♠❡♥" ❞❡'
❣#❛♥❞❡' ✐♥❝❡#"✐"✉❞❡' ❞✉❡' ❛✉① ♠+"❤♦❞❡' ❞❡ ♠❡'✉#❡ ❞❡' ♥❡✉"#♦♥'✱ ♠❛✐' ❛✉''✐ ❛✉① ❞✐✛+#❡♥❝❡'
❞❡ ♠♦❞+❧✐'❛"✐♦♥' ❡" ❝♦❞❡' ▼❈ ✉"✐❧✐'+'✳ ❉✐✈❡#' ✈❛❧❡✉#' ❞❡ ◗ '♦♥" ❞♦♥♥+❡' ❞❛♥' ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✶
♣♦✉# ❞✐✛+#❡♥"' "②♣❡' ❞✬❛❝❝+❧+#❛"❡✉# ❡" .✉❛❧✐"+' ❞❡ ❢❛✐'❝❡❛✉①✳ ❊❧❧❡' ♠❡""❡♥" ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡'
❣#❛♥❞❡' ❞✐'♣❛#✐"+' ❡①✐'"❛♥" ❛❝"✉❡❧❧❡♠❡♥" ❞❛♥' ❧❛ ❧✐""+#❛"✉#❡✳
❋❛❜)✐1✉❛♥( ▼♦❞3❧❡ ❊♥❡)❣✐❡ ❬▼❡❱❪ ◗ ❬♥✳●②
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❪ ❘'❢❡)❡♥❝❡
❙✐❡♠❡♥' K#✐♠✉' ✶✺ ✾✪ ✵✱✷✵×✶✵12 ▲✐♥ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✷❪
❙✐❡♠❡♥' K#✐♠✉' ✶✺ ✵✱✶✼×✶✵12 K❡♥❛ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✶❪
❙✐❡♠❡♥' K#✐♠✉' ✶✺ ✵✱✶✸✻×✶✵12 ❇❡❝❦❡# ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✸❪
❱❛#✐❛♥ ✷✶✵✵❈✴✷✸✵✵❈ ✶✽ ✶✱✷×✶✵12 ▼❛♦ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✹❪
❱❛#✐❛♥ ✷✶✵✵❈✴✷✸✵✵❈ ✶✺ ✻✱✽×✶✵11 ▼❛♦ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✹❪
❱❛#✐❛♥ ✷✶✵✵❈✴✷✸✵✵❈ ✶✵ ✸✱✽×✶✵10 ▼❛♦ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✹❪
❱❛#✐❛♥ ✷✶✵✵❈ ✶✽ ✵✱✾✻×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❱❛#✐❛♥ ✷✶✵✵❈ ✭❛✈❡❝ ▼▲❈✮ ✶✽ ✵✱✽✼×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❱❛#✐❛♥ ✷✸✵✵❈❉ ✶✽ ✵✱✾✺×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❱❛#✐❛♥ ✷✺✵✵ ✷✹ ✵✱✼✼×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❊❧❡❦"❛ ❙▲✲✷✵ ✶✽ ✵✱✹✻×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❊❧❡❦"❛ ❙▲✲✷✺ ✶✽ ✵✱✹✻×✶✵12 ❋♦❧❧♦✇✐❧❧ ❡" ❛❧✳ ❬✶✻✺❪
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉)+ ❞❡ ◗ ♣♦✉) ❞✐✛4)❡♥5+ ♠♦❞6❧❡+ ❞❡ ❧✐♥❛❝+ ❡5 8✉❛❧✐54+ ❞❡ ❢❛✐+❝❡❛✉①
✷✳✻✳✷ ❙♣❡❝'(❡ ❞❡* ♥❡✉'(♦♥*
▲❡' ♥❡✉"#♦♥' ❣+♥+#+' ❞❛♥' ❧❡' ❛❝❝+❧+#❛"❡✉#' ♣❡✉✈❡♥" <"#❡ ❝❧❛''+' ❡♥ ❞❡✉① ❣#♦✉♣❡' ✿
✖ ▲❡' ♥❡✉"#♦♥' ❞✐#❡❝"' ✿ ♥❡✉"#♦♥' ❞❡ ❤❛✉"❡ +♥❡#❣✐❡ ❡" ♣✐.✉+' ✈❡#' ❧✬❛✈❛♥" ♣#♦❞✉✐"' ♣❛# ❧❛
#+❛❝"✐♦♥ ❞❡ #+'♦♥❛♥❝❡ ❞✐#❡❝"❡ ❞❡' ♣❤♦"♦♥' ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡
✖ ▲❡' ♥❡✉"#♦♥' ❞✬+✈❛♣♦#❛"✐♦♥ ✿ ♥❡✉"#♦♥' ❞❡ ♣❧✉' ❜❛''❡ +♥❡#❣✐❡ +♠✐' ❞❡ ❢❛a♦♥ ✐'♦"#♦♣✐.✉❡
❡" ✐''✉' ❞❡ ❧❛ ❞+'❡①❝✐"❛"✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡ ♣❛# +✈❛♣♦#❛"✐♦♥
▲❡' ♥❡✉"#♦♥' ❞✬+✈❛♣♦#❛"✐♦♥ ❝♦♥'"✐"✉❡♥" ❧❛ ♠❛❥♦#✐"+ ❞❡' ♣❤♦"♦♥❡✉"#♦♥' ❡" ❧❡✉# '♣❡❝"#❡ ♣❡✉"
<"#❡ ❞+❝#✐" ♣❛# ❬✶✻✻❪ ✿
dN
dEn
=
En
T 2
exp
(−En
T
)
✭✷✳✷✷✮
❛✈❡❝ En ❬▼❡❱❪ +♥❡#❣✐❡ ❞✉ ♥❡✉"#♦♥ ❡" T ❧❛ "❡♠♣+#❛"✉#❡ ♥✉❝❧+❛✐#❡ ❬▼❡❱❪ ✭♦✉ +♥❡#❣✐❡ ❞✬❡①❝✐"❛✲
"✐♦♥✮ ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ▲❛ "❡♠♣+#❛"✉#❡ ❝♦##❡'♣♦♥❞❛♥" 4 ❧❛ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥' ❞❛♥' ❧❡ "✉♥❣'"=♥❡
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❞❡3 ❧✐♠✐*❡3 ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ :♦✉/ ❧❡3 ❛✉*/❡3✱ ❧❡ ❢❛✐* ?✉❡ ❧❛ ❞✐3*❛♥❝❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/* 4 ❧✬✐3♦❝❡♥*/❡ ♥✬❛✐*
♣❛3 ❞❡ ❣/♦3 ✐♠♣❛❝* 3✉/ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉*/♦♥✐?✉❡ ❡3* ❞✉ 4 ❞❡✉① /❛✐3♦♥3 ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡3 ✿
✖ ❧❡3 ♥❡✉*/♦♥3 ❞✐/❡❝*3 3♦♥* ;♠✐3 ❞❡ ❢❛U♦♥ ✐3♦*/♦♣❡ ❞❡ ❧❛ *B*❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝;❧;/❛*❡✉/ ❝❡ ?✉✐ ✈❛
❡♥❣❡♥❞/❡/ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❧♦/3?✉❡ ❧❛ ❞✐3*❛♥❝❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/* 4 ❧❛ *B*❡ ❞❡
❧✬❛❝❝;❧;/❛*❡✉/ ❛✉❣♠❡♥*❡✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡3 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✉
♣❛*✐❡♥* 4 ♣/♦①✐♠✐*; ❞❡ ❧✬❛①❡ ❝❡♥*/❛❧ ✈♦♥* ❝♦//❡3♣♦♥❞/❡ 4 ❞❡3 ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥* /❡❧❛*✐✈❡♠❡♥*
♣❡*✐*3 ♣❛/ /❛♣♣♦/* 4 ❧❛ *B*❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝;❧;/❛*❡✉/✱ ❝❡ ?✉✐ ♥❡ ✈❛ ♣/♦✈♦?✉❡/ ?✉❡ ❞❡ ❧;❣9/❡3
❞✐✛;/❡♥❝❡3 ❞❡ ✢✉❡♥❝❡3 ♥❡✉*/♦♥✐?✉❡3
✖ ❧❡3 ♥❡✉*/♦♥3 ❞✐✛✉3;3 ✭♥❡✉*/♦♥3 ❡♥ ♣/♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡3 3✉/❢❛❝❡3 ❞✐✛✉3❛♥*❡3 ❞❡ ❧❛ 3❛❧❧❡ ❞❡
*/❛✐*❡♠❡♥*✮ ✈♦♥* ❝♦♥3*✐*✉❡/ ✉♥❡ ♣/♦♣♦/*✐♦♥ ✐♠♣♦/*❛♥*❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉*/♦♥✐?✉❡ *♦*❛❧❡✳
▲❡✉/ ❞✐3*/✐❜✉*✐♦♥ ✉♥✐❢♦/♠❡ 4 ❧✬✐♥*;/✐❡✉/❡ ❞❡ ❧❛ 3❛❧❧❡ ❞❡ */❛✐*❡♠❡♥* ❡3* *❡❧❧❡ ?✉❡ ❧❡✉/
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✻✺
❝♦♥#$✐❜✉#✐♦♥ ( ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ #♦#❛❧❡ ✈❛ ♠✐♥✐♠✐/❡$ ❧❡/ ✈❛$✐❛#✐♦♥/ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ #♦#❛❧❡ ❡♥
❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐/#❛♥❝❡ ( ❧✬✐/♦❝❡♥#$❡
❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉$ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧7#❡♠❡♥# ♦✉✈❡$#✱ ❧❛ ❞✐✛9$❡♥❝❡ ❡♥#$❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♠❡/✉$9❡
❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡# ( ✻✵ ❝♠ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣❡✉# ❛##❡✐♥❞$❡ ❧❡/ ✻✵✪✳ ❈❡❝✐ ❡/# ❞✉ ❛✉ ❢❛✐# ?✉❡ ♣♦✉$ ❞❡/
❝❤❛♠♣/ ❝♦♠♣❧7#❡♠❡♥# ♦✉✈❡$#/✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❣$❛♥❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ♥❡✉#$♦♥/ ❞✐$❡❝#/ ❝❛$ ❛✉❝✉♥❡
❝♦❧❧✐♠❛#✐♦♥ ♥✬❡/# ✐♥#❡$♣♦/9❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❢❛✐/❝❡❛✉ ?✉✐ ❞✐✛✉/❡$❛✐# ❝❡/ ♥❡✉#$♦♥/ ❡♥ ❞❡❤♦$/ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ #$❛✐#❡♠❡♥# ❬✶✼✹❪✳
▼H♠❡ /✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛$# ❞❡/ 9#✉❞❡/ /✬❛❝❝♦$❞❡♥# ( ❞✐$❡ ?✉❡ ❧❛ ❞♦/❡ ♥❡✉#$♦♥ ❡/# $❡❧❛#✐✈❡♠❡♥#
✐♥❞9♣❡♥❞❛♥#❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐/#❛♥❝❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$# ❛✉① ❜♦$❞/ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ✐❧ ❛♣♣❛$❛✐# #♦✉# ❞❡ ♠H♠❡ (
♣❛$#✐$ ❞❡/ 9#✉❞❡/ ♠❡♥#✐♦♥♥9❡/✱ ?✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝# ❞❡ ❧❛ ❞✐/#❛♥❝❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$# ( ❧✬✐/♦❝❡♥#$❡ $❡/#❡
✉♥❡ ?✉❡/#✐♦♥ /✉$ ❧❛?✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜/❡$✈❡ ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜✐❧✐#9 /✉$ ❧❡/ $9/✉❧#❛#/ ❡# ❧❡✉$/ ✐♥#❡$♣$9#❛#✐♦♥/✳
❈❡❝✐ ♣$♦✈✐❡♥# ❞❡ ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❡# ❞❡ ❧❛ $9♣❛$#✐#✐♦♥ /♣❡❝#$❛❧❡ ❞❡/ ♥❡✉#$♦♥/ $❡/♣♦♥/❛❜❧❡/ ❞❡/ ❞9♣J#/
❞❡ ❞♦/❡ /✉$ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ♣❛#✐❡♥# ✭♥❡✉#$♦♥/ ❞✐$❡❝#/ $❛♣✐❞❡/ ✈/ ♥❡✉#$♦♥/ ❞✐✛✉/9/ #❤❡$♠❛❧✐/9/✮✱
$❛❥♦✉#❛♥# ❧❛ ❞✐✣❝✉❧#9 ( ❛✈♦✐$ ✉♥ ♣♦/✐#✐♦♥♥❡♠❡♥# ❝❧❛✐$ /✉$ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛$❛♠7#$❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐/0❛♥❝❡ ♣❛2 2❛♣♣♦20 4 ❧✬✐/♦❝❡♥02❡ /✉2 ❧❛ ❞♦/❡ 67✉✐✈❛❧❡♥0❡ ♥❡✉02♦♥ ♣♦✉2
✉♥ ❝❤❛♠♣ ✶✵×✶✵ ❝♠2 ❡0 ✉♥❡ 7✉❛❧✐06 ❞❡ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❞❡ ✶✽ ▼❱ ♠❡/✉26❡ ♣❛2 ❈❘✲✸✾ ❡0
❞60❡❝0❡✉2/ 4 ❜✉❧❧❡/ ✭❙❉❉✮ ✭❣❛✉❝❤❡ ❬✶✼✺❪✮ ❡0 ♣❛2 /✐♠✉❧❛0✐♦♥ ▼❈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 6❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❣2✐/ ❧♦❣❛2✐0❤♠✐7✉❡ ❡①♣2✐♠6❡ ❡♥ µ❙✈✳▼❯−1 ✭❞2♦✐0❡ ❬✶✼✹❪✮
✷✳✻✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -✉❛❧✐/0 ❞✉ ❢❛✐2❝❡❛✉
❉❡/ 9#✉❞❡/ ♦♥# ❡①♣♦/9 ❧❛ ❢♦$#❡ ❞9♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡/ ✐♥#❡♥/✐#9/ ❞❡ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉#$♦♥✐?✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ?✉❛❧✐#9 ❞✉ ❢❛✐/❝❡❛✉✳ ▲❡/ ❝♦♠♣❛$❛✐/♦♥/ ❡♥#$❡ ❞❡/ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❞❡ ✶✵✱ ✶✺ ❡# ✶✽ ▼❱ ♦♥#
♠♦♥#$9 ✉♥❡ ✢✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ( ✶✵ ▼❱ ♣✉✐/ ✶✹ ❡# ✷✽ ❢♦✐/ ♣❧✉/ 9❧❡✈9❡ ( $❡/♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ✶✺ ❡#
✶✽ ▼❱ ❬✸✺✱ ✸✹❪✳ ❈❡❝✐ ❛✉$❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♠♣❛❝# /✉$ ❧❛ ❞♦/❡ ♥❡✉#$♦♥ ♣✉✐/?✉✬❡❧❧❡ ❡/# ♣$♦♣♦$#✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ( ❧❛ ✢✉❡♥❝❡✳ W♦✉$ 9✈✐#❡$ ❝❡##❡ ❝♦♥#❛♠✐♥❛#✐♦♥ ♥❡✉#$♦♥✐?✉❡ $❛♣♣♦$#9❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❧✐##9$❛#✉$❡
❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛$❛✐//❛♥# ♣♦✉$ ❞❡/ ?✉❛❧✐#9/ ❞❡ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❃ ✽ ▼❱ ❬✶✼✻✱ ✶✼✶❪✱ ✉♥❡ /♦❧✉#✐♦♥ ❝♦♥/✐/#❡
( ❛✈♦✐$ $❡❝♦✉$/ ( ❞❡/ ❢❛✐/❝❡❛✉① ❞❡ ✻ ▼❱✳ ❉❡/ ❞♦/❡/ ❞❡ ♣❤♦#♦♥❡✉#$♦♥/ ✭❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝$♦/✐❡✈❡$#
♣❛$ ✉♥✐#9 ❞❡ ❞♦/❡ ♣❤♦#♦♥ ❞9❧✐✈$9❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝✐❜❧❡✮ ♦♥# ❝❡♣❡♥❞❛♥# 9#9 ♠❡/✉$9❡/ ❛✉① ♦$❣❛♥❡/
( $✐/?✉❡/ ✭#$❛✐#❡♠❡♥# ♣$♦/#❛#✐?✉❡✱ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ❬✶✼✼❪✮✳ ▲❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐#9 ❞❡/ $9❛❝#✐♦♥/ ♣❤♦#♦♥✉✲
❝❧9❛✐$❡/ ❞9❝$♦✐# ❝❡$#❡/ ❛✈❡❝ ❧✬9♥❡$❣✐❡ ❞❡/ ♣❤♦#♦♥/✱ ♠❛✐/ ❡❧❧❡ ♥❡ $❡/#❡ ♣❛/ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉$ ❛✉#❛♥#✱
#❛♥# ?✉❡ ❝❡##❡ 9♥❡$❣✐❡ ❡/# /✉♣9$✐❡✉$❡ ( ❧✬9♥❡$❣✐❡ ❞❡ /9♣❛$❛#✐♦♥ ❞❡/ ♠❛#9$✐❛✉① #$❛✈❡$/9/ ✭/❡✉✐❧
❞❡ ✶✱✻✻ ▼❡❱ ❞❛♥/ ❧❡ ❇❡ ❝♦♥/#✐#✉❛♥# ❧❛ ❢❡♥H#$❡ ❞❡ /♦$#✐❡ ❞❡ ❧❛ #H#❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝9❧9$❛#❡✉$✮✳ ▼H♠❡
✻✻ ❉♦#✐♠&'(✐❡ ❞❡# ♥❡✉'(♦♥#
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2 ❝❡❧❧❡ ♣*♦❞✉✐)❡ 2 ✶✽ ▼❱ ❬✶✼✽✱ ✶✼✼❪✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦✐) ♣❛ @)*❡ ❝♦♠♣❧A)❡♠❡♥) ♥-❣❧✐❣-❡ ♠❛✐ ❜❡❧
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 ✉*)♦✉) ❞❛♥ ❧❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❤②♣♦❢*❛❝)✐♦♥♥- ♦✉ ❧❛ ❞♦ ❡ ♣❛*  -❛♥❝❡ ❡ ) ♣❧✉ -❧❡✈-❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❉♦'❡ ❡)✉✐✈❛❧❡♥0❡ ♥❡✉01♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1 ♣❛1 1❛♣♣♦10 6 ❧❛ '✉1❢❛❝❡ ❞✉
❢❛♥07♠❡ ♣♦✉1 ❞❡' ♣1♦0♦❝♦❧❡' ■▼❘❚ ❞❡ ✻ ❡0 ✶✽ ▼❱ ✲ ❉♦'❡ ❡)✉✐✈❛❧❡♥0❡ ♥❡✉01♦♥ ❡♥
❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣1♦❢♦♥❞❡✉1 ♣❛1 1❛♣♣♦10 6 ❧❛ '✉1❢❛❝❡ ❞✉ ❢❛♥07♠❡ ♣♦✉1 01♦✐' ♠♦❞❛❧✐0A'
❞❡ 01❛✐0❡♠❡♥0' ❞✐✛A1❡♥0❡' 6 ✻ ▼❱ ✭❞1♦✐0❡ ❬✶✼✼❪✮
✷✳✻✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
▲❡ -)✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛*❛♠A)*❡  ✉* ❧❛ ♣*♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉)*♦♥ ♦♥) ❛❜♦✉)✐) 2
♣❧✉ ✐❡✉* ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥ ♦♣♣♦ -❡ ✿
✖ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡
✷✺✪ ❡♥)*❡ ❧❛ ♣❧✉ ♣❡)✐)❡ ❡) ♣❧✉ ❣*❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❬✶✼✾✱ ✶✽✵❪ ✿ ✉♥❡ )❡❧❧❡ ✈❛*✐❛)✐♦♥
❡ ) ❡①♣❧✐+✉-❡ ♣❛* ❧❡ ❢❛✐) +✉❡ ❧❡ ♣❤♦)♦♥❡✉)*♦♥  ♦♥) ❡①❝❧✉ ✐✈❡♠❡♥) ♣*♦❞✉✐) ❞❛♥ ❧❡ 
♣❛*)✐❡  ✉♣-*✐❡✉*❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝-❧-*❛)❡✉* ✭❝✐❜❧❡✱ ❝T♥❡ -❣❛❧✐ ❛)❡✉*✱ ❝♦❧❧✐♠❛)❡✉* ♣*✐♠❛✐*❡✮ ❡)
♥❡ ♣*♦✈✐❡♥♥❡♥) ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛ ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛)❡✉*  ❡❝♦♥❞❛✐*❡ ❡) ▼▲❈ ❬✶✽✵❪
✖ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❛✉❣♠❡♥)❛)✐♦♥
❞✬✉♥ ❢❛❝)❡✉* ✷ ❡♥)*❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✶✵×✶✵ ❝♠2 2 ✹✵×✹✵ ❝♠2 ✭❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✺ ❬✶✽✶✱ ✶✻✹❪ ✿ ❝❡))❡
❝♦**-❧❛)✐♦♥ ❡ ) ❡①♣❧✐+✉-❡ ♣❛* ❧❡ ❢❛✐) +✉❡ ❧❡ ♣❤♦)♦♥❡✉)*♦♥  ♦♥) ♣*♦❞✉✐) ❡♥ ♠❛❥♦*✐)-
❞❛♥ ❧❡ ❝♦❧✐♠❛)❡✉* ❬✶✽✶❪
✖ ✉♥❡ )*A ❢❛✐❜❧❡ ✈❛*✐❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉)*♦♥✐+✉❡ 2 ❞✐✛-*❡♥)❡ ❞✐ )❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐ ♦❝❡♥)*❡
❛ -)- ♦❜ ❡*✈-❡ ❬✶✼✹❪✭❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐*♦♥ ✷✪ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ✵×✵ ❝♠2 2 ✾×✾ ❝♠2 2 ✻✵ ❝♠
❞❡ ❧✬✐ ♦❝❡♥)*❡✮ ❛❧♦* +✉✬2 ❧✬✐ ♦❝❡♥)*❡✱ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥)❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝)❡✉* ✷ +✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛  ❡
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧A)❡♠❡♥) ❢❡*♠- 2 ♦✉✈❡*) ✿ ❧✬❡①♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞♦♥♥-❡ ❡ ) +✉❡ ♣❧✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❡ ) ♦✉✈❡*)✱ ♠♦✐♥ ❞✬-❧-♠❡♥) ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛)✐♦♥  ❡*♦♥) ✐♥)❡*♣♦ - ❞❛♥ ❧❡ ❢❛✐ ❝❡❛✉ ❞✬♦Z ✉♥❡
*-❞✉❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉ ✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉)*♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦* ❞✉ ❢❛✐ ❝❡❛✉ ♣*✐♠❛✐*❡ ❬✶✼✹❪
▲❡ ❞✐✛-*❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥ ✱ ♣❡✉✈❡♥) @)*❡ ❧✐-❡ ❛✉ ❢❛✐) +✉✬❡❧❧❡ ♥❡  ♦♥) ♣❛ ♦❜)❡♥✉❡ 
2 ♣❛*)✐* ❞❡ ♠❡ ✉*❡  ✉* ❧❡ ♠@♠❡ ❛❝❝-❧-*❛)❡✉*✳ ❊♥ ❡✛❡) ❧❛ ❝♦♠♣♦ ✐)✐♦♥ ❡) ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥) ❞❡ 
 ② )A♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛)✐♦♥ ❞❛♥ ❧❛ )@)❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝-❧-*❛)❡✉* ♣♦✉**❛✐❡♥) ❛✈♦✐* ✉♥ ✐♠♣❛❝)  ✉* ❧❛
♣*♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦)♦♥❡✉)*♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ D❛* ❛✐❧❧❡✉* ✱ ❧❡ ♣♦ ✐)✐♦♥♥❡✲
♠❡♥) ❞❡ ♣♦✐♥) ❞❡ ♠❡ ✉*❡ ♣❛* *❛♣♣♦*) 2 ❧❛ )@)❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝-❧-*❛)❡✉*✱ ♣❡✉) ❛✉  ✐ ❛♠❡♥❡* 2
❞❡ ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥ ❞✐✛-*❡♥)❡ ✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ 2 ❧✬✐ ♦❝❡♥)*❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦ ❛♥)❡ ❞♦♠✐♥❛♥)❡  ❡*❛ ❞✉❡ ❛✉①
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✻✼
♥❡✉#$♦♥& ❞✐$❡❝#& ❡♥ ♣$♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡# ❞✉ &②&#0♠❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛#✐♦♥ ♣$✐♠❛✐$❡ ✿ ❞❛♥& ❝❡
❝❛& ♣❧✉& ❧❛ ❝♦❧❧✐♠❛#✐♦♥ ❡&# ❣$❛♥❞❡ ✭❝❤❛♠♣ ♣❡#✐#✮✱ ♣❧✉& ❧❡& ♥❡✉#$♦♥& &❡$♦♥# ❛$$8#9&✱ ♦✉ ❞✐✛✉&9&
❛✈❡❝ ❞9✈✐❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$ #$❛❥❡❝#♦✐$❡ ❡♥ ❞❡❤♦$& ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐&❝❡❛✉①✱ ❡♠♣8❝❤❛♥# ❧❡✉$ ❝♦♠♣#❛❣❡ ?
❧✬✐&♦❝❡♥#$❡✳ ❆✉ ❝♦♥#$❛✐$❡✱ ❡♥ ❞❡❤♦$& ❞❡ ❧✬✐&♦❝❡♥#$❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦&❛♥#❡ ❞✐✛✉&9❡ &❡$❛ ♣$9❞♦♠✐♥❛♥#❡✱
❝❡ B✉✐ ❡♥#$❛✐♥❡✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉#$♦♥& ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❞♦♥❝ ❧❡ $❡#$❛✐# ❞❡& &#$✉❝#✉$❡& ❝♦❧❧✐♠❛#$✐❝❡& ❞✉ ❢❛✐&❝❡❛✉✮✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ &✉$ ❧❛ ❞♦&❡ ❞✉❡ ❛✉① ♣❤♦#♦♥❡✉#$♦♥&✱ $❡&#❡ ❡♥❝♦$❡ ✉♥ &✉❥❡#
❛✉① ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥& ♣❛$❛❞♦①❛❧❡& ❡# ❧♦✐♥ ❞✬8#$❡ ✜①9✳ ❯♥❡ ♣❛$#✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐#$❡ ✹ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉&❝$✐#✱
&❡$❛ ❞9❞✐9❡ ? ❧✬9#✉❞❡ ❞❡ &♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ &✉$ ❧❛ ♣$♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡& ♥❡✉#$♦♥& ❛✉#♦✉$ ❞❡ ❧❛ #8#❡ ❞❡
❧✬❛❝❝9❧9$❛#❡✉$✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ♣34✐♣❤34✐❡ 5✉4 ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥❡✉.4♦♥5 ✭❣❛✉❝❤❡ ❬✶✽✶❪✮
❡. ❧❛ ❞♦5❡ ❡♥ ♣4♦❢♦♥❞❡✉4 ✭❞4♦✐.❡ ❬✶✽✵❪✮
✷✳✻✳✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝*♥❡ +❣❛❧✐0❛1❡✉2
❆✈❡❝ ❧✬❛✈0♥❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❘❈▼■ ❡# ❞❡ ❧❛ $❛❞✐♦❝❤✐$✉$❣✐❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝# ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✉ ❝L♥❡
9❣❛❧✐&❛#❡✉$ &✉$ ❧❛ ♣$♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡& ♣❤♦#♦♥❡✉#$♦♥& ❛ 9#9 9#✉❞✐9✳ ❉❡& 9#✉❞❡& ❡①♣9$✐♠❡♥#❛❧❡& ❡#
♣❛$ &✐♠✉❧❛#✐♦♥ ▼❈ ❬✶✽✷✱ ✶✽✸✱ ✶✽✹❪ ♦♥# $❛♣♣♦$#9 ✉♥❡ ❜❛✐&&❡ ❞✬❡♥✈✐$♦♥ ✼✵✪ ❞❛♥& ❧❛ ♣$♦❞✉❝#✐♦♥
❞❡ ♥❡✉#$♦♥& &❡❝♦♥❞❛✐$❡& ❡♥ ❧✬❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ ❝L♥❡ 9❣❛❧✐&❛#❡✉$✳ ▲❡ $❡#$❛✐# ❞❡ ❝❡# 9❧9♠❡♥# ❞✉ ❢❛✐&❝❡❛✉
♣❡$♠❡# ❡♥ ❡✛❡# ✉♥❡ $9❞✉❝#✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣❤♦#♦♥& ♣$♦❞✉✐#& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣♦✉$ ✉♥❡
❞♦&❡ ❞♦♥♥9❡ ? ❧✬✐&♦❝❡♥#$❡✳ ❈❡##❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣❤♦#♦♥& ❡♥#$❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥
❞❡& ✐♥#❡$❛❝#✐♦♥& ❞❡& ♣❤♦#♦♥& ❛✈❡❝ ❧❡& 9❧9♠❡♥#& ❞❡ ❧❛ #8#❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝✳ ❊♥ ❝♦♥&9B✉❡♥❝❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡
❞❡ ♥❡✉#$♦♥& ♣❛$ ❯▼ &❡ #$♦✉✈❡ $9❞✉✐# ❡♥ $❛✐&♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞❡& $9❛❝#✐♦♥& ✭γ✱♥✮ ❞❛♥&
❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛#❡✉$ ♣$✐♠❛✐$❡ ❡# ❧❡& ❛✉#$❡& 9❧9♠❡♥#& ❞❡ ❧❛ #8#❡✳ ❆✐♥&✐✱ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉#$♦♥✐B✉❡ &❡
$❡#$♦✉✈❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ $9❞✉✐#❡ ❞❡ ✺✵✪ ❡♥ ❧✬❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ ❝L♥❡ 9❣❛❧✐&❛#❡✉$ ❬✶✺✹❪✳
✷✳✻✳✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❘❈▼■ ❡1 ❞❡0 ♥♦✉✈❡❧❧❡0 1❡❝❤♥✐:✉❡0 ❞❡ 12❛✐1❡♠❡♥1
▲❡ $❡❝♦✉$& ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡& #❡❝❤♥✐B✉❡& ❞❡ #$❛✐#❡♠❡♥# #❡❧❧❡& B✉❡ ❧❛ ❘❈▼■ ♦✉ ❧❛ ❱▼❆❚ ✭&❡❝✲
#✐♦♥ ✶✳✻✳✷✮ ♣❡$♠❡# ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉$ ❝♦♥#$L❧❡ #✉♠♦$❛❧✳ ❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡& #❡❝❤♥✐B✉❡& ❞❡ #$❛✐#❡♠❡♥#&
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♠❡'✉2❡' '♦♥1 ❢❛✐1❡' ❛✈❡❝ ✉♥ ❧✐♥❛❝ ❱❛2✐❛♥ ❡①❡♣1) ✉♥❡ ✭❙✐❡♠❡♥'✮✳ ▲❡' ❞♦♥♥)❡' '♦♥1
❡①12❛✐1❡' ❞❡ ❑2② ❡1 ❛❧ ✭✶✽ ▼❱✮ ❬✶✻✼❪ ❡1 ❍♦✇❡❧❧ ❡1 ❛❧ ❬✶✼✶❪
✷✳✼ ❇✐❧❛♥ ❡) ♦❜❥❡❝)✐❢/ ❞❡ ❧✬2)✉❞❡
✷✳✼✳✶ ❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ♣./✐♣❤./✐1✉❡ ♥❡✉3/♦♥✐1✉❡
▲❛ ❞♦$❡ ❞✉❡ ❛✉① ♥❡✉)*♦♥$ ♣❡♥❞❛♥) ❧❡$ )*❛✐)❡♠❡♥)$ ❞❡ *❛❞✐♦)❤0*❛♣✐❡✱ 2✉✬❡❧❧❡ $♦✐) ♣0*✐♣❤0✲
*✐2✉❡ ♦✉ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♠♣✱ ♥✬❡$) ❛❝)✉❡❧❧❡♠❡♥) ♣❛$ ❝❛❧❝✉❧0❡ ♣❛* ❧❡$ ❧♦❣✐❝✐❡❧$ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡
)*❛✐)❡♠❡♥)✳ ▲❡$ ❞✐✈❡*$❡$ 0)✉❞❡$✱ ♣❛*❢♦✐$ ❝♦♥)*❛❞✐❝)♦✐*❡$✱ ❛✉ $✉❥❡) ❞❡ ❝❡))❡ ❝♦♠♣♦$❛♥)❡ ❞❡ ❞♦$❡
♠❡))❡♥) ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)0 ❞❡ $♦♥ 0✈❛❧✉❛)✐♦♥✳ ❙❡$ ♦*✐❣✐♥❡$ $♦♥) ♠✉❧)✐♣❧❡$ ❡) ❞0♣❡♥❞❡♥)
❞❡ ♣❧✉$✐❡✉*$ ❢❛❝)❡✉*$ ❛❧❧❛♥) ❞✉ )②♣❡ ❞✬❛❝❝0❧0*❛)❡✉* ❛✉① ❝❛*❛❝)0*✐$)✐2✉❡$ ❞✉ ❜✉♥❦❡*✳ ❉❡ ♥♦♠✲
❜*❡✉$❡$ 0)✉❞❡$ ♦♥) ❡$)✐♠0 ❞❡$ ✈❛❧❡✉*$ ❞✬✐♥)❡♥$✐)0 ❞❡ $♦✉*❝❡$ ♥❡✉)*♦♥✐2✉❡$ ♣♦✉* ❞✐✛0*❡♥)$
♣❛*❛♠B)*❡$✳ ❉❛♥$ ❝❡*)❛✐♥ ❝❛$✱ ❞❡$ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡$ ♦♥) 0)0 ♦❜)❡♥✉❡$ ❡♥)*❡ ♠♦❞B❧❡$ ❡) 0♥❡*❣✐❡$ ❞❡
♣❤♦)♦♥$ ✐❞❡♥)✐2✉❡$✳ ❈❡$ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡$ ♣❡✉✈❡♥) ♣*♦✈❡♥✐* ❞❡$ ✐♥❝❡*)✐)✉❞❡$ ❞✉❡$ ❛✉① ♠0)❤♦❞❡$ ❞❡
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❞❡ ❧✬✐$♦❝❡♥)*❡✳ ■♥❞0♣❡♥❞❛♠♠❡♥) ❞✉ )②♣❡ ❞❡ )❡❝❤♥✐2✉❡ ♦✉ ❞✬❛❝❝0❧0*❛)❡✉*✱ ❧❛ ❞♦$❡ 02✉✐✈❛❧❡♥)❡
♥❡✉)*♦♥ ❛ 0)0 0✈❛❧✉0❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐))0*❛)✉*❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❧❛♥) ❞❡ ✵✱✶ ♠❙✈✳●②
−1
❞❡ )*❛✐)❡♠❡♥) F ❞❡$
❞♦$❡ ❞❡ ✷✵✱✹ ♠❙✈✳●②
−1
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♣♦✉##❛✐/ -✬✐♥/)❣#❡# > ✉♥❡ #♦✉/✐♥❡ ❝❧✐♥✐.✉❡✳
✷✳✼✳✷ ❖❜❥❡❝(✐❢+ ❞❡ ❧✬/(✉❞❡
✷✳✼✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐❢ ❣❧♦❜❛❧
 ❛#♠✐ /♦✉/❡- ❧❡- ❝♦♠♣♦-❛♥/❡- ❞❡ ❉ ✭♣❤♦/♦♥✐.✉❡✱ ❞✬✐♠❛❣❡#✐❡✱ ♥❡✉/#♦♥✐.✉❡✮ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡-/
❛❝/✉❡❧❧❡♠❡♥/ ❝♦##❡❝/❡♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧)❡ ❧♦#- ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❡- /#❛✐/❡♠❡♥/-✳ ■❧ ❡①✐-/❡ ❞♦♥❝ ✉♥
-✉#♣❧✉- ❞❡ ❞♦-❡✱ -②-/)♠❛/✐.✉❡♠❡♥/ ♥)❣❧✐❣)✱ .✉✐ ❡-/ ❞)❧✐✈#) ❛✉ ♣❛/✐❡♥/ ❡/ ❞♦♥/ ♦♥ ❡-/✐♠❡ .✉✬✐❧
❉♦"✐♠%&'✐❡ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥" ✼✺
♣❡✉# ♣♦#❡♥#✐❡❧❧❡♠❡♥# ❣*♥*+❡+ ✉♥ ,❡❝♦♥❞ ❝❛♥❝❡+✳ 1❛+♠✐ ❝❡, ❝♦♠♣♦,❛♥#❡,✱ ❝❡ #+❛✈❛✐❧ ❞❡ #❤5,❡
,❡ ❝♦♥,❛❝+❡+❛ ❡①❝❧✉,✐✈❡♠❡♥# 7 ❧✬*#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥#❡ ♥❡✉#+♦♥✐9✉❡✳
▲✬♦❜❥❡❝#✐❢ ❞❡ ❝❡ #+❛✈❛✐❧ ❞❡ #❤5,❡ ❡,# ❞❡ ❞*✈❡❧♦♣♣❡+ ✉♥ ♦✉#✐❧ ❝❧✐♥✐9✉❡ ♣+*❝✐, ❞❡ ♣+*❞✐❝#✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞♦,❡ ♣*+✐♣❤*+✐9✉❡ ♥❡✉#+♦♥✐9✉❡ ❧♦+, ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛#✐♦♥ ❞✉ #+❛✐#❡♠❡♥#✳ ❈❡ #+❛✈❛✐❧✱ ♠❡♥* ❡♥
♣❛+#✐❡ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦+❛#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥#+❡ 1❛✉❧ ❙#+❛✉,, ❞❡ ❙#+❛,❜♦✉+❣✱ ❛ ♣♦✉+ ♦❜❥❡❝#✐❢ ❞✬✐❞❡♥#✐✜❡+
❧❡, ♣❛+❛♠5#+❡, ❝+✐#✐9✉❡, ♣♦✉+ ❧❛ ♣+♦❞✉❝#✐♦♥ ♥❡✉#+♦♥✐9✉❡ ❡# ❞❡ ❞*✈❡❧♦♣♣❡+ ✉♥ ♦✉#✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❡+,♦♥♥❛❧✐,* ❞❡ ❧❛ ❞✐,#+✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉#+♦♥ ❞*❧✐✈+*❡ ❛✉ ♣❛#✐❡♥# ♣❛+ #+❛✐#❡♠❡♥#✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❛
9✉❛♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡##❡ ❞♦,❡ ,❡❝♦♥❞❛✐+❡ ♥❡✉#+♦♥ ❡# ,❛ ❝♦♠♣❛+❛✐,♦♥ 7 ❧❛ ❞♦,❡ ,❡❝♦♥❞❛✐+❡ ♣❤♦#♦♥
❣*♥*+*❡ ♣❛+ ❧❡, ❞✐✛*+❡♥#❡, ❜❛❧✐,#✐9✉❡, ❞❡ #+❛✐#❡♠❡♥# ✉#✐❧✐,*❡,✱ ♣♦✉++❛✐# ♣❡+♠❡##+❡ ❞❡ ♠❡##+❡
❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ❡# ❞❡ ♠✐❡✉① ✐❞❡♥#✐✜❡+ ❧❡, ♣❛+❛♠5#+❡, ✐♥✢✉❛♥# ❧❡, ❞♦,❡, ,❡❝♦♥❞❛✐+❡, ❛,,♦❝✐*❡, 7
❝❤❛9✉❡ ❜❛❧✐,#✐9✉❡ ❡# #❡❝❤♥✐9✉❡ ❞❡ #+❛✐#❡♠❡♥#✳
▲✬♦✉#✐❧ ❞*✈❡❧♦♣♣* ❞♦✐# ♣❡+♠❡##+❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ,②,#*♠❛#✐9✉❡ ❞❡ ❞♦,❡ ❛❜,♦+❜*❡ ❞❛♥, ❞❡, ♦+❣❛♥❡,
,❡♥,✐❜❧❡, ❞✐,#❛♥#, ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ #+❛✐#❡♠❡♥# ♣♦✉+ ♣❡+♠❡##+❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛+# ❧❛ ♠✐,❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞✬✉♥ ,✉✐✈✐ ♣+*❝✐, ❡# ♣❡+,♦♥♥❛❧✐,* ❞❡ ❧❛ ❉1 ❞❛♥, ❧❡ ❞♦,,✐❡+ ❞✉ ♣❛#✐❡♥# ✭,✉+#♦✉# ♣♦✉+ ❧❡, ❝❛,
♣*❞✐❛#+✐9✉❡, ❡# ❞✬❛❞✉❧#❡, ❥❡✉♥❡,✮ ❡# ❞✬❛✉#+❡ ♣❛+# ❞✬❡♥+❡❣✐,#+❡+ ❝❡, ✈❛❧❡✉+, ❛✜♥ ❞❡ ❣*♥*+❡+ ❞❡,
❜❛,❡, ❞❡ ❞♦♥♥*❡, ❞♦,✐♠*#+✐9✉❡, ♣♦✉✈❛♥# ❛❧✐♠❡♥#❡+ ❧❡, *#✉❞❡, *♣✐❞*♠✐♦❧♦❣✐9✉❡ ,✉+ ❧❡, ❡✛❡#,
❞❡, ❢❛✐❜❧❡, ❞♦,❡, ✐++❛❞✐❛♥# ❧❡ ♣❛#✐❡♥# ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❧❛ +❛❞✐♦#❤*+❛♣✐❡✳
▲❡, *#❛♣❡, ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡, ❞❡ ❝❡ #+❛✈❛✐❧ ,♦♥# ❞*❝+✐#❡, ❜+✐5✈❡♠❡♥# ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝#✐♦♥ ,✉✐✈❛♥#❡✳
✷✳✼✳✷✳✷ ➱$❛♣❡( ❞✉ $+❛✈❛✐❧
❈❛+❛❝$1+✐(❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞1$❡❝$❡✉+ 5 ♥❡✉$+♦♥( ❞❡ +1❢1+❡♥❝❡ ✿ ❈❘✲✸✾
1♦✉+ 9✉❛♥#✐✜❡+ ❧❛ ❞♦,❡ ❞✉❡ ❛✉① ♣❤♦#♦♥❡✉#+♦♥, ♣❡♥❞❛♥# ✉♥ #+❛✐#❡♠❡♥#✱ ❧❛ ♣+❡♠✐5+❡ *#❛♣❡ ❞✉
#+❛✈❛✐❧ ❛ *#* ❞❡ ❝❛+❛❝#*+✐,❡+ ✉♥ ,②,#5♠❡ ❞❡ ❞♦,✐♠*#+✐❡ ♣❛,,✐✈❡ ♥❡✉#+♦♥ ✭❈❘✲✸✾✮ ❛✉ ❧❛❜♦+❛#♦✐+❡✳
▲❡ ❈❘✲✸✾ ❡,# ✉♥ ❞*#❡❝#❡✉+ ,♦❧✐❞❡ ❞❡ #+❛❝❡ ♥✉❝❧*❛✐+❡✳ ❙♦♥ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞*#❡❝#✐♦♥ ❡,# ❜❛,* ,✉+
❧❛ +*✈*❧❛#✐♦♥ ❞❡, #+❛❝❡, ❧❛#❡♥#❡, ❝+**❡, ❞❛♥, ❧❡ ❞*#❡❝#❡✉+ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡, #+❛❥❡❝#♦✐+❡, ❞❡, ♣❛+#✐❝✉❧❡,
❞❡ +❡❝✉❧ ❝❤❛+❣*❡, ♣+♦❞✉✐#❡, ♣❛+ ✐♥#❡+❛❝#✐♦♥ ❞❡, ♥❡✉#+♦♥, ❛✈❡❝ ❧❡ ❞*#❡❝#❡✉+ ❧✉✐ ♠M♠❡ ♦✉ ✉♥
❝♦♥✈❡+#✐,,❡✉+✳ ❈❡, ❞♦,✐♠5#+❡, ❝♦♥,#✐#✉❡♥# ✉♥❡ +*❢*+❡♥❝❡ ♣♦✉+ ❧❡, *#✉❞❡, ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉#+♦♥ ❡♥
,❛❧❧❡ ❞❡ #+❛✐#❡♠❡♥# ♣❛+ ❧❡✉+ #+❛♥,♣❛+❡♥❝❡ ❛✉① ♣❤♦#♦♥, ❡# ❧❡✉+ ❜♦♥♥❡ *9✉✐✈❛❧❡♥❝❡ #✐,,✉,✳
<❛+❛♠>$+❡( ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ (✉+ ❧❛ ♣+♦❞✉❝$✐♦♥ ❞❡( ♥❡✉$+♦♥( (❡❝♦♥❞❛✐+❡( ❡♥ +❛❞✐♦$❤1+❛♣✐❡ ✿
♠❡(✉+❡( ❡$ (✐♠✉❧❛$✐♦♥ ▼❈
▲❡, #❡❝❤♥✐9✉❡, ❞❡ #+❛✐#❡♠❡♥#, ♠♦❞❡+♥❡, #❡❧❧❡, 9✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❞✬✐♥#❡♥,✐#* ♥*❝❡,,✐#❡♥#
❞❡ ♠✉❧#✐♣❧❡, ✈❛+✐❛#✐♦♥, ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ❛✐♥,✐ 9✉❡ ❞✐✛*+❡♥#❡, ❛♥❣✉❧❛#✐♦♥, ❞❡ ❧❛ #M#❡ ❞❡
❧✬❛❝❝*❧*+❛#❡✉+✱ ♣♦✉+ ❞*❧✐✈+❡+ ❛✈❡❝ ❤❛✉#❡ ♣+*❝✐,✐♦♥ ❧❛ ❞♦,❡ ♣+❡,❝+✐#❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧
❧✬❛ *#* ✈✉ ❞❛♥, ❧✬*#❛# ❞❡ ❧✬❛+#✱ ❝❡, ♥♦✉✈❡❧❧❡, #❡❝❤♥✐9✉❡, ♣❡✉✈❡♥# ✐♥✢✉❡♥❝❡+ ❧❛ ♣+♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡,
♥❡✉#+♦♥, ,❡❝♦♥❞❛✐+❡,✳ ❉❛♥, ❝❡ ❝♦♥#❡①#❡✱ ❧❛ ,❡❝♦♥❞❡ *#❛♣❡ ❞✉ #+❛✈❛✐❧ ❞❡ #❤5,❡ ❛ *#* ❞✬*#✉❞✐❡+
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ 9✉❛❧✐#* ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✱ #❛✐❧❧❡ ❞❡, ❝❤❛♠♣, ✭♠N❝❤♦✐+❡,✱ ❝♦❧❧✐♠❛#❡✉+ ♠✉❧#✐❧❛♠❡,✮ ❡#
❞❡ ❧✬❛♥❣✉❧❛#✐♦♥ ,✉+ ❧❛ ♣+♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡, ♥❡✉#+♦♥, ♣❡♥❞❛♥# ✉♥ #+❛✐#❡♠❡♥# ♣❛+ ,✐♠✉❧❛#✐♦♥ ▼♦♥#❡
❈❛+❧♦✱ ♣❛+ ❞*#❡❝#❡✉+ ❛❝#✐❢ ✭❝❛♣#❡✉+ ❈▼❖❙ ❞*✈❡❧♦♣♣* ❛✉ ,❡✐♥ ❞✉ ❣+♦✉♣❡✮ ❡# ♣❛+ ❈❘✲✸✾✳ ▲❛
❞*♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣+♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡, ♥❡✉#+♦♥, ❛✈❡❝ ♣❧✉,✐❡✉+, ♣❛+❛♠5#+❡, ♠❡# ❡♥ ❛✈❛♥# ❧❛ ♥*❝❡,,✐#*
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♣)✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❞❡ ❧❛ ❣2♦♠2,)✐❡ ❞❡ ,)❛✐,❡♠❡♥, ❡, ❞❡' ♣❛)❛♠+,)❡' ❛''♦❝✐2' ♣♦✉) ✉♥❡ ❡',✐♠❛,✐♦♥
❝♦♠♣❧+,❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦'❡ ♥❡✉,)♦♥✱ ❡', )❡❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ 2,❛♥, ❧❛ ,❡❝❤♥✐8✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♣❧✉' ♣)2❝✐'❡
♣♦✉) ❧❛ ♣)2❞✐❝,✐♦♥ ❞❡' )2'✉❧,❛,' ❞♦'✐♠2,)✐8✉❡' ❬✶✾✹❪ ♣♦✉) ✉♥ ,)❛✐,❡♠❡♥, ❞♦♥♥2✳ ❊♥ )❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡ ♥❡✉,)♦♥ ♣❛) ▼♦♥,❡ ❈❛)❧♦ ❡', ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥, )2❛❧✐'❛❜❧❡ ❡♥ )♦✉,✐♥❡ ❝❧✐♥✐8✉❡ ❞✉
❢❛✐, ❞❡ ❧✬✐♠♣♦),❛♥❝❡ ❞❡' ,❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ F ,✐,)❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❡',✐♠❡ 8✉✬❛✈❡❝ ❝❡,,❡
♠2,❤♦❞❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❝❛),❡ ❞❡ ❞♦'❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡),✐,✉❞❡ ',❛,✐',✐8✉❡ ❞❡ ✺✪ ♣♦✉) ❝❤❛8✉❡
♣❛,✐❡♥, '❛❝❤❛♥, 8✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥✈✐)♦♥ ✸✵✵✵ ♣❛,✐❡♥,' ❞❡ ,)❛✐,2' ♣❛) ❛♥ ✭❈❡♥,)❡ 0❛✉❧ ❙,)❛✉''✮✱
)❡8✉✐❡), ❧✬✉,✐❧✐'❛,✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ❈0❯ ,♦✉)♥❛♥, ✷✹✴✷✹ ❡, ✼✴✼✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡' ❧✐♠✐,❛,✐♦♥' ❝❧❛✐)❡' ❡♥
,❡)♠❡ ❞❡ )❡''♦✉)❝❡' ❝❛❧❝✉❧❛,♦✐)❡' ❞❛♥' ❧❡' ❝❡♥,)❡' ❛♥,✐✲❝❛♥❝2)❡✉①✱ ✉♥❡ ♠2,❤♦❞❡ ❞✬❛❝❝2❧2)❛,✐♦♥
❞❡ ,❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡ ♥❡✉,)♦♥ ❛ ❞♦♥❝ 2,2 ♠✐'❡ ❛✉ ♣♦✐♥, ❛✜♥ ❞❡ )❡♥❞)❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❉0
'②',2♠❛,✐8✉❡✳
▲✬✉,✐❧✐'❛,✐♦♥ ❞❡' ❞♦♥♥2❡' ❉■❈❖▼✴❘❚0❧❛♥ ❝♦♥,❡♥❛♥, ❧❡' ♣❛)❛♠+,)❡' ❞❡ ,)❛✐,❡♠❡♥,' ❝♦♠♠❡
♣❛)❛♠+,)❡' ❞✬❡♥,)2❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❡)♠❡,,)❛ ❧❛ ❣2♥2)❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛),❡ ❞❡ ❞♦'❡ ♣)♦♣)❡
F ❝❤❛8✉❡ ♣❛,✐❡♥,✳
✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❊♥ ❞2✜♥✐,✐✈❡✱ ❛♣)+' ✉♥ )❛♣♣❡❧ '✉) ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬✐♥,❡)❛❝,✐♦♥ ❞❡' ♥❡✉,)♦♥' ❡, ❧❡' ♣)♦❝❡''✉' ♣❤②✲
'✐8✉❡' F ❧✬♦)✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❡✉) ♣)♦❞✉❝,✐♦♥ ❡♥ )❛❞✐♦,❤2)❛♣✐❡ ♣❛) ❘❳ ❞❡ ❤❛✉,❡ 2♥❡)❣✐❡✱ ❝❡ '❡❝♦♥❞
❝❤❛♣✐,)❡ ♥♦✉' ❛✉)❛ ♣❡)♠✐' ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡) ❧❛ ♣)♦❜❧2♠❛,✐8✉❡ ❞✉❡ F ❧❛ ❞♦'❡ ♣2)✐♣❤2)✐8✉❡ ❞✬♦)✐✲
❣✐♥❡ ♥❡✉,)♦♥✐8✉❡✳ ■❧ ② ❛ 2,2 ♠✐' ❡♥ 2✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛), ❧❡' ❝♦♥,)♦✈❡)'❡' ❡①✐',❛♥, ❛❝,✉❡❧❧❡♠❡♥,
❞❛♥' ❧❛ ❧✐,,2)❛,✉)❡ ❛✉,♦✉) ❞❡ ❧❛ ❝❛)❛❝,2)✐'❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ ❞♦'❡✱ ❡, ❞✬❛✉,)❡ ♣❛), ❧✬❛❜'❡♥❝❡ ❞✬♦✉✲
,✐❧' ✜❛❜❧❡' ❞❡ ♣)2❞✐❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ ❞♦'❡ ❉0 ✉,✐❧✐'❛❜❧❡ ❡♥ )♦✉,✐♥❡ ❝❧✐♥✐8✉❡✳ ▲✬2,❛, ❛❝,✉❡❧ ❞❡'
❝♦♥♥❛✐''❛♥❝❡' ♥♦✉' ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥❢♦),2 ❞❛♥' ❧✬✐♥,2)], ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡) ✉♥ ♦✉,✐❧ 8✉✐ ♣✉✐''❡ ♣❡)♠❡,,)❡
❞✬✉,✐❧✐'❡) ❧❛ ♣)2❝✐'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▼❈ ♣♦✉) ❧✬❡',✐♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦'❡ ♥❡✉,)♦♥ ❡♥ )❛❞✐♦,❤2)❛♣✐❡✳
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❊❧❧❡ "❡♣"&8❡♥$❡ ❧❛ ✈✐$❡88❡ ❛✈❡❝ ❧❛*✉❡❧❧❡ ❧❛ 8♦❧✉$✐♦♥ ❝❤✐♠✐*✉❡ 8❡ ♣"♦♣❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ $"❛✲
❥❡❝$♦✐"❡ ❧❛✐88&❡ ♣❛" ❧❡8 ♣❛"$✐❝✉❧❡8 ✐♥❝✐❞❡♥$❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❈❘✲✸✾✱ ❞♦♥❝ ❧✬&"♦8✐♦♥ ✐♥$❡"♥❡ ❞❡8 $"❛❝❡8
✭❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✮✳ ❊❧❧❡ ❞&♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬&♥❡"❣✐❡ ♣❡"❞✉❡ ♣❛" ❧❛ ♣❛"$✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥$❡✱ ❧❛ $❡♠♣&"❛$✉"❡ ❡$
❧❛ ❝♦♥❝❡♥$"❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 8♦❧✉$✐♦♥✳ ❊♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦"♠❛❧❡✱ ❝♦♥♥❛✐88❛♥$ VB✱ VT ❡8$ ❞♦♥♥&❡ ♣❛"
❬✷✵✸✱ ✷✵✵❪ ✿
VT = VB
4e2 +D2
4e2 −D2
✭✸✳✸✮
❆✈❡❝ VB ❧❛ ✈✐$❡88❡ ❞✬❛$$❛*✉❡ 8✉"❢❛❝✐*✉❡✱ D ❧❡ ❞✐❛♠H$"❡ ♠♦②❡♥ ❞❡8 $"❛❝❡8 ✈✐8✉❛❧✐8&❡8 ❛✉
♠✐❝"♦8❝♦♣❡ ❡$ e ❧✬&♣❛✐88❡✉" ❞&❝❛♣&❡ ❡♥ 8✉"❢❛❝❡ ❞✉ ❞&$❡❝$❡✉"✳
✸✳✷✳✹✳✸ ❘❛&✐♦ ❞❡( ✈✐&❡((❡( ❞✬❛&&❛,✉❡ ✭VR✮
❆♣"H8 ❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❝❤✐♠✐*✉❡✱ ✉♥ ✐♠♣❛❝$ ❝♦♥✐*✉❡ ✭❧❛ $"❛❝❡ ♥✉❝❧&❛✐"❡✮ ♣❡✉$ J$"❡ ♦❜8❡"✈&
L ❧✬❡♥❞"♦✐$ ❞❡ ❧❛ $"❛❝❡ ❧❛$❡♥$❡ ✭❞&❣M$8 ❞❛♥8 ❧❡ ❈❘✲ ✸✾✮✳ ▲❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡"$✉"❡ ❡❧❧✐♣$✐*✉❡ ❞❡
❝❡$ ✐♠♣❛❝$ ❡8$ ♣"♦♣♦"$✐♦♥♥❡❧❧❡ L ❧✬&♥❡"❣✐❡ $"❛♥8❢&"&❡ ♣❛" ❧❡8 ♣❛"$✐❝✉❧❡8 ✐♦♥✐8❛♥$❡8 ❛✉ ♠❛$&"✐❛✉
♣❛" ✉♥✐$& ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉"✱ ❝✬❡8$ L ❞✐"❡ ❛✉ ❚❊▲ ✭❚"❛♥8❢❡"$ ▲✐♥&✐*✉❡ ❞✬❊♥❡"❣✐❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛"$✐❝✉❧❡ L
❧✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡8 ❞&❣M$8 ♠♦❧&❝✉❧❛✐"❡8 ❬✷✵✹❪✳
❯♥❡ ❞❡8 ❛✉$"❡8 *✉❛♥$✐$&8 ❞✬✐♥$&"J$8 ❧♦"8 ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②8❡ ♠♦"♣❤♦❧♦❣✐*✉❡ ❞❡8 $"❛❝❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❈❘✲
✸✾ ❡8$ ❧❡ "❛$✐♦ ❞❡8 ✈✐$❡88❡8 ❞✬❛$$❛*✉❡ ✭VR✮ *✉✐ ♣❡"♠❡$ ❞✬&$❛❜❧✐" ✉♥❡ "❡❧❛$✐♦♥ ❡♥$"❡ VB ❡$ VT
❬✷✵✺❪ ✿
VR =
VT
VB
✭✸✳✹✮
▲❡8 $"❛❝❡8 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥$ J$"❡ ✈✐8✉❛❧✐8&❡8 *✉❡ 8✐ VT > VB✳
✸✳✷✳✹✳✹ ❆♥❣❧❡ ❞✬♦✉✈❡2&✉2❡ ❞❡ ❧❛ &2❛❝❡
▲✬❛♥❣❧❡ ✭δ✮ ✭❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✮ ❞✬♦✉✈❡"$✉"❡ ❡♥$"❡ ❧❛ $"❛❥❡❝$♦✐"❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛"$✐❝✉❧❡ ❡$ ❧❡ ❝S$& ❞❡ ❧❛
$"❛❝❡ ❝♦♥✐*✉❡ ❡8$ ❞&✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ VT ❡$ VB $❡❧ *✉❡ ✿
sin δ =
VB
VT
=
1
VR
✭✸✳✺✮
▲❡ "❛$✐♦ ❞❡8 ✈✐$❡88❡8 ❞✬❛$$❛*✉❡ VR ❡8$ ♣"♦♣♦"$✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❚❊▲ ❞❡ ❧❛ ♣❛"$✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥$❡
"❡8♣♦♥8❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $"❛❝❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❞&$❡❝$❡✉"✳ ▲❡8 ♣❛"$✐❝✉❧❡8 L ❚❊▲ ✐♠♣♦"$❛♥$
✈♦♥$ ❞&♣❧❛❝❡" ✉♥ ♥♦♠❜"❡ ♣❧✉8 ✐♠♣♦"$❛♥$ ❞✬&❧❡❝$"♦♥8 *✉❡ ❧❡8 ♣❛"$✐❝✉❧❡8 L ❚❊▲ ♣❧✉8 ❜❛8✳ ■❧
❡♥ "&8✉❧$❡✱ ♣♦✉" ❧❡8 ♣❛"$✐❝✉❧❡8 L ❚❊▲ ✐♠♣♦"$❛♥$✱ ❞❡8 ❝❛88✉"❡8 ❞❡ ❧✐❛✐8♦♥8 ❝❤✐♠✐*✉❡8 ♣❧✉8
✽✷ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❞'&❡❝&❡✉$) )♦❧✐❞❡) ❞❡ &$❛❝❡) ♥✉❝❧'❛✐$❡)
✐♠♣♦$%❛♥%❡) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣.♥.$❛%✐♦♥ ❞❡ %$❛❝❡) ❧❛%❡♥%❡) ❞❡ ❝❡) ❞.❣1%) ♣❧✉) ❣$❛♥❞❡)✳ ▲✬❛♥❣❧❡ δ ❡)%
✐♥✈❡$)❡♠❡♥% ♣$♦♣♦$%✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❚❊▲ ✿ ❧❡) ♣❛$%✐❝✉❧❡) ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❚❊▲ ❣.♥:$❡$♦♥% ❛✐♥)✐ ❞❡) %$❛❝❡)
❝♦♥✐;✉❡) ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ δ ♣❧✉) ❣$❛♥❞ ❡% ❞❡) %$❛❝❡) ♠♦✐♥) ♣$♦❢♦♥❞❡) ;✉❡ ❞❡) ♣❛$%✐❝✉❧❡) ❞❡ ❚❊▲
♣❧✉) ❣$❛♥❞✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦&♠❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ )&❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉&1 ❞✉ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥) ❝❤✐♠✐7✉❡ ❬✷✵✹❪
✸✳✷✳✹✳✺ ❆♥❣❧❡ ❝+✐-✐.✉❡ ❞✬❡♥+❡❣✐2-+❡♠❡♥-
▲✬❛♥❣❧❡ ❝$✐%✐;✉❡ ❞✬❡♥$❡❣✐)%$❡♠❡♥% θc ❡)% ❢♦$♠. ♣❛$ ❧❛ %$❛❥❡❝%♦✐$❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛$%✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥%❡
❡% ❧❛ ♥♦$♠❛❧❡ = ❧❛ )✉$❢❛❝❡ ❞✉ ❞.%❡❝%❡✉$ ✭❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✮ ✿ ❝✬❡)% ❧✬❛♥❣❧❡ ❛✉✲❞❡❧= ❞✉;✉❡❧ ❧❛ ❞.%❡❝%✐♦♥
❞❡) ♣❛$%✐❝✉❧❡) ❡)% ✐♠♣♦))✐❜❧❡✳ ❋❧❡✐)❤❡$ ❬✷✵✵❪✱ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛) ❞❡) ❉❙❚◆✱ ❛ ❞.❝$✐% ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❝$✐%✐;✉❡
❛✉ ❞❡❧= ❞✉;✉❡❧ ❧❡) %$❛❝❡) ❞❛♥) ✉♥ ❞.%❡❝%❡✉$ ✐$$❛❞✐. ♣❛$ ❞❡) ♣❛$%✐❝✉❧❡) ❝❤❛$❣.❡) ♥❡ )♦♥% ♣❛)
♦❜)❡$✈❛❜❧❡) ❛♣$:) $.✈.❧❛%✐♦♥ ❝❤✐♠✐;✉❡ ♠❛❧❣$. ;✉❡ ❧❡) ❞.❣1%) )♦✐❡♥% ✐♠♣♦$%❛♥%) ❡♥ $❛✐)♦♥
❞❡ ❧✬.♣❛✐))❡✉$ ❞❡ ❧❛ ♣❛$%✐❡ ❞.❝❛♣.❡ ❞✉ ❞.%❡❝%❡✉$✳ ❈❡%%❡ .♣❛✐))❡✉$ ❡)% ❧❡ $.)✉❧%❛% ❞❡) ❡✛❡%)
)✐♠✉❧%❛♥.) ❞❡ ❧❛ ❞✐))♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛$%✐❡ ❞✉ ❞.%❡❝%❡✉$ ♥♦♥ ✐$$❛❞✐. ❝❛$❛❝%.$✐).❡ ♣❛$ VB ❡% ❝❡❧❧❡
❞❡) ❞.❣1%) ❝❛$❛❝%.$✐).❡ ♣❛$ VT ✱ ❝❡ ;✉✐ ♣❡✉% )❡ %$❛❞✉✐$❡ ♣❛$ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ )✉✐✈❛♥%❡ ✿
cos θ
∫ t
0
VTdt > VBt ✭✸✳✻✮
❞✬♦O ✿
θc = arccos
(
VB
∫ t
0 VTdt
)
✭✸✳✼✮
▲✬❛♥❣❧❡ ❝$✐%✐;✉❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞.♣❡♥❞$❡ ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉$) ♣❛$❛♠:%$❡) ✿ ❧❛ ♥❛%✉$❡ ❞✉ ❉❙❚◆✱ ❧✬.♥❡$❣✐❡
❞❡ ❧❛ ♣❛$%✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥%❡ ❡% ❧❡ %❡♠♣) ❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% t ;✉✐ ❡)% ✈❛$✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ %②♣❡
❞❡ ❉❙❚◆ ❬✷✵✻❪✳ ■❧ ❡)% ❧✐. = ❧✬❡✣❝❛❝✐%. η ❞✉ ❞.%❡❝%❡✉$ ♣❛$ ❧❛ $❡❧❛%✐♦♥ ✿
η = 1− sin θc ✭✸✳✽✮
U❧✉) ❧✬❛♥❣❧❡ ❝$✐%✐;✉❡ ❞✬❡♥$❡❣✐)%$❡♠❡♥% ❡)% ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉) ❧✬❡✣❝❛❝✐%. ❞✉ ❞.%❡❝%❡✉$ ❡)% .❧❡✈.❡✳
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✽✸
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❈♦♥❞✐)✐♦♥ ❞✬♦❜,❡.✈❛)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ).❛❝❡ ❛♣.4, ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥) ❝❤✐♠✐9✉❡
✸✳✸ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞✉ )②)&/♠❡ ❞❡ ❞♦)✐♠'&$✐❡ ❈❘✲✸✾ ✭■7❍❈✮
▲❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❛#❛❝"*#✐+❛"✐♦♥ ❞❡+ ❈❘✲✸✾ ❛ ❞*❜✉"* ♣❛# ❧❛ ♠✐+❡ ❛✉ ♣♦✐♥" ❞✬✉♥ ♣#♦"♦❝♦❧❡
❞✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ❝❡+ ❞*"❡❝"❡✉#+ ✭❞*✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" ❝❤✐♠✐;✉❡ ❡" ❧❡❝"✉#❡ ❛✉ ♠✐❝#♦+❝♦♣❡✮ ❛✐♥+✐ ;✉❡
❧✬*✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❞❡+ ✐♥❝❡#"✐"✉❞❡+ "♦"❛❧❡+ ❧✐*❡+ = ❧❡✉# ♠*"❤♦❞❡ ❞✬❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥✳
✸✳✸✳✶ ■♥❝❡'(✐(✉❞❡, ❛♣♣❧✐0✉1❡, ❛✉① ♠❡,✉'❡, ❞❡, '❛②♦♥♥❡♠❡♥(,
❚♦✉"❡+ ❧❡+ ♠❡+✉#❡+ ❞♦+✐♠*"#✐;✉❡+✱ ♠B♠❡ ;✉❛♥❞ ❡❧❧❡+ +♦♥" #*❛❧✐+*❡+ ❛✈❡❝ ❞❡+ ❛♣♣❛#❡✐❧+ +✉❢✲
✜+❛♠♠❡♥" ♣#*❝✐+ ❡" #*♣*"*❡+ ♣❧✉+✐❡✉#+ ❢♦✐+✱ +♦♥" ❡♥"❛❝❤*❡+ ❞✬❡##❡✉#+ ;✉✐ ♣❡✉✈❡♥" B"#❡ ♣❧✉+ ♦✉
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♠✐❝#♦"❝♦♣❡ ❞❡" ❈❘✲✸✾✳
❙②'$2♠❡
❊♥❡"❣✐❡
❬❦❡❱❪
❉♦'❡
❬♠❙✈❪
D
❍❉"❊
❬❝♠
−2
❪
D
❇◆
❬❝♠
−2
❪
σ
❍❉"❊
❬✪❪
σ
❇◆
❬✪❪
DBN
DHDPE
❆①✐♦"❝♦♣
✭■>❍❈✮
✶✹✹ ✶✱✸✾ ✶✻✺✾ ✷✹✽✾ ✽✱✹ ✽✱✶ ✶✱✺
✺✻✺ ✸✱✼✻ ✹✹✻✾ ✹✽✸✵ ✹✱✺ ✷✱✷ ✶✱✵✽
❍❙>✲✶✵✵✵
✭❚❡❝❤♥♦❧✮
✶✹✹ ✶✱✸✾ ✶✽✵✾ ✷✼✼✷ ✵✱✼ ✵✱✹ ✶✱✺✸
✺✻✺ ✸✱✼✻ ✹✽✷✹ ✺✵✼✷ ✶✱✷ ✷✱✾ ✶✱✵✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❘/.✉❧(❛(. ❞❡ ❝♦♠♣(❛❣❡ ❞❡. ❈❘✲✸✾ ✭❛✈❡❝ DHDPE ❡( DBN ♠♦②❡♥♥❡. ❞❡. ❞❡♥.✐(/. ❞❡ (&❛❝❡.
&❡.♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ♦❜(❡♥✉❡. .♦✉. ❧❡ ❝♦♥✈❡&(✐..❡✉& ❍❉C❊ ❡( ❇◆ ❀ σHDPE ❡( σBN /❝❛&(. &❡✲
❧❛(✐❢. ❞❡ ❝♦♠♣(❛❣❡. ♦❜(❡♥✉. ♣❛& /♥❡&❣✐❡ .♦✉. ❧❡. ❞❡✉① ❞✐✛/&❡♥(. ❝♦♥✈❡&(✐..❡✉&.✮
✸✳✸✳✸ ➱✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❡①♣./✐♠❡♥'❛❧❡ ❞❡ ❧❛ /.♣♦♥2❡ ❞❡2 ❞.'❡❝'❡✉/2
>♦✉# ❧✬$✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡" ✐♥❝❡#'✐'✉❞❡" ❧✐$❡" W ❧✬✐♥'$❣#❛❧✐'$ ❞✉ "②"'X♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐'❛'✐♦♥ ✭❞$✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥' ❝❤✐♠✐Y✉❡ ❡' ❧❡❝'✉#❡ ♠✐❝#♦"❝♦♣✐Y✉❡✮ ❡' ❧✬$✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #$♣♦♥"❡ ❞❡" ❞$'❡❝'❡✉#"✱ ✉♥
"❡' ❞❡ ✶✵ ❞$'❡❝'❡✉#" ❛ $'$ ✐##❛❞✐$ ❞❛♥" ❞❡" ❝♦♥❞✐'✐♦♥" "✐♠✐❧❛✐#❡" W ❝❤❛Y✉❡ ❢♦✐"✱ W ❞❡" ❞♦"❡"
❞✬✐##❛❞✐❛'✐♦♥" ❞✐✛$#❡♥'❡"✳
✸✳✸✳✸✳✶ ❈♦♥❞✐.✐♦♥' ❞✬✐%%❛❞✐❛.✐♦♥
>♦✉# ❧❛ ❝❛❧✐❜#❛'✐♦♥ ❡♥ ❍✯✭✶✵✮✱ ❧❡" ✐##❛❞✐❛'✐♦♥" "❡ "♦♥' ❢❛✐'❡" ❛✉♣#X" ❞❡ ❧❛ "♦✉#❝❡ ❞❡ ♥❡✉'#♦♥"
#❛♣✐❞❡" ❞❡
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❆♠✲❇❡ ❞❡ ❧✬■>❍❈ ✭■♥"'✐'✉' >❧✉#✐❞✐"❝✐♣❧✐♥❛✐#❡ ❍✉❜❡#' ❈✉#✐❡♥✮ ❞♦♥' ❧❡ "♣❡❝'#❡
✽✽ ❈❛#❛❝%&#✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ❞&%❡❝%❡✉#( (♦❧✐❞❡( ❞❡ %#❛❝❡( ♥✉❝❧&❛✐#❡(
❡!" #❡♣#%!❡♥"% ❋✐❣✉#❡ ✸✳✾✳ ▲❛ !♦✉#❝❡ ❡!" ❝♦♥!"✐"✉%❡ ❞✬✉♥ ♠%❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣♦✉❞#❡ ❞❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞✬❛♠%✲
#✐❝✐✉♠ ❛✈❡❝ ❞✉ ❜%#②❧❧✐✉♠ ;✉✐ ♣❡#♠❡" ❧❛ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥! #❛♣✐❞❡! !❡❧♦♥ ❧❛ #%❛❝"✐♦♥ ✿
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❆♠ →237 ◆♣ + α
α+9 ❇❡ →13 ❈✯ →12 ❈+ ♥+ γ
✭✸✳✶✷✮
▲❛ !♦✉#❝❡ ❡!" ♣✐❧♦"%❡ ♣❛# ✉♥ !②!"F♠❡ ♣♥❡✉♠❛"✐;✉❡ ❛✉"♦♠❛"✐;✉❡ ;✉✐ ❡♥ ❝♦♥"#G❧❡ ❧❛ !♦#✲
"✐❡ ❡" ❧❛ #❡♥"#%❡✳ ❆✉ #❡♣♦! ❡❧❧❡ ❡!" ❧♦❣%❡ ❞❛♥! ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ♣♦❧②%"❤②❧F♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ❞❡
✽✹×✽✹×✽✹ ❝♠3 ;✉✐ ❛❜!♦#❜❡ ❧❛ "♦"❛❧✐"% ❞❡! #❛❞✐❛"✐♦♥! ♥❡✉"#♦♥✐;✉❡!✳ ▲✬❡♥!❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞✐!♣♦!✐"✐❢
❡!" ❞❛♥! ✉♥❡ !❛❧❧❡ ❡♥ ❜%"♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ✹✵✹×✹✵✹×✸✽✻ ❝♠3 ❛✈❡❝ ♠✉#! ❞❡ ✶ ♠ ❞✬%♣❛✐!!❡✉#
♣♦✉# %✈✐"❡# ❧✬❡①♣♦!✐"✐♦♥ ❡①"❡#♥❡ ❞❡! ✉"✐❧✐!❛"❡✉#!✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❈❛❧✐❜)❛*❡✉) ❞❡ ❧✬■0❍❈ ❬✷✶✵❪
▲❛ !♦✉#❝❡ %♠❡" ✭✷✱✷✹±✵✱✶✵✮×✶✵6 ♥❡✉"#♦♥! ♣❛# !❡❝♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝"✐✈✐"% ❞❡ ✶ ❈✐ ✭✸✼ ●❇;✮
❡♥ %♠✐!!✐♦♥ α✳ ❉❡! ♣❤♦"♦♥! ❞❡ ❞✐✛%#❡♥"❡! %♥❡#❣✐❡! ✭✸✱✷✶✻ ▼❡❱✱ ✹✱✹✸✽ ▼❡❱✱ ✾✱✻✹✶ ▼❡❱✮ !♦♥"
✐!!✉! ❞❡ ❧❛ ❞%!❡①❝✐"❛"✐♦♥ ❞✉
13
❈✳
U♦✉# ❧❛ ❝❛❧✐❜#❛"✐♦♥ ❡♥ ❍p✭✶✵✮✱ ❧❡! ✐##❛❞✐❛"✐♦♥! !❡ !♦♥" ❢❛✐"❡! ❛✉♣#F! ❞❡ ❧❛ !♦✉#❝❡ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥!
#❛♣✐❞❡! ❞❡
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❆♠✲❇❡ ❞❡ ❧✬■U◆❖ ✭■♥!"✐"✉" ❞❡ U❤②!✐;✉❡ ◆✉❝❧%❛✐#❡ ❞✬❖#!❛②✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝"✐✈✐"%
❞❡ ✵✱✸ ❈✐ ✭✶✶✱✶ ●❇;✮ ❬✷✶✶❪✳
■!!❛❞✐❛%✐♦♥ ❛✉① ♥❡✉%!♦♥+ !❛♣✐❞❡+
▲❡! ❧♦"! ❞❡ ❞%"❡❝"❡✉#! ♦♥" %"% ✐##❛❞✐%! [ ❧✬■U❍❈ ❡♥"#❡ ✶ ♠❙✈ ❡" ✷✷ ♠❙✈ [ ✉♥❡ ❞✐!"❛♥❝❡ ❞❡
✺✵ ❝♠ ❞❡ ❧❛ !♦✉#❝❡ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥! #❛♣✐❞❡! [ ❞❡! ❞✉#%❡! ✈❛#✐❛❜❧❡! ♣♦✉# ✉♥ ❞%❜✐" ❞❡ ❞♦!❡ [ ❝❡""❡
❞✐!"❛♥❝❡ ❞❡ ✵✱✵✽✽ ♠❙✈✳❤
−1
✭!♦✉#❝❡ ❝❛❧✐❜#%❡ ❡♥ %;✉✐✈❛❧❡♥" ❞❡ ❞♦!❡ ❛♠❜✐❛♥" ❍✯✭✶✵✮✮✳
U♦✉# ❧❛ ❝❛❧✐❜#❛"✐♦♥ ❡♥ ❍p✭✶✵✮ [ ❧✬■U◆❖✱ ❧❡! ❞%"❡❝"❡✉#! ♦♥" %"% ♣❧❛❝%! !✉# ✉♥ ❢❛♥"G♠❡
#❡♠♣❧✐ ❞✬❡❛✉ ❡" ❞♦♥" ❧❡! ♣❛#♦✐! !♦♥" ❡♥ U▼▼❆ ✭♣♦❧②♠%"❤❛❝#②❧❛"❡ ❞❡ ♠%"❤②❧❡✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥!
❡①"❡#♥❡! ❞❡ ✸✵×✸✵×✶✺ ❝♠3 ✭#❡❝♦♠♠❡♥❞❛"✐♦♥ ❞✉ ❧✬■❈❘❯ ✭#❛♣♣♦#" ✹✼✮ ❬✷✶✷❪✮ [ ✹✺✱✺ ❝♠ ❞❡ ❧❛
!♦✉#❝❡ [ ❞❡! ❞✉#%❡! ✈❛#✐❛❜❧❡! ♣♦✉# ✉♥ ❞%❜✐" ❞❡ ❞♦!❡ [ ❝❡""❡ ❞✐!"❛♥❝❡ ❞❡ ✹✸✱✼✹ ➭Sv✳❤−1 ✭!♦✉#❝❡
❝❛❧✐❜#%❡ ❡♥ %;✉✐✈❛❧❡♥" ❞❡ ❞♦!❡ ❛♠❜✐❛♥" ❍p✭✶✵✮✮✳ ■❧! ♦♥" ❛✐♥!✐ %"% ❡①♣♦!%! [ ❞❡! ❞♦!❡! ❞❡ ✵✱✶
[ ✶✵ ♠❙✈✳ ❊♥ #❛✐!♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜!❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐!♣♦!✐"✐❢ ❞❡ "❤❡#♠❛❧✐!❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ !♦✉#❝❡ ❞❡ ♥❡✉"#♦♥! ❞❡
❧✬■U◆❖✱ !❡✉❧❡! ❞❡! ✐##❛❞✐❛"✐♦♥! ❛✉♣#F! ❞❡ ❧❛ !♦✉#❝❡ #❛♣✐❞❡ ♦♥" %"% ❢❛✐"❡!✳
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✽✾
■!!❛❞✐❛%✐♦♥ ❛✉① ♥❡✉%!♦♥+ %❤❡!♠✐.✉❡+
▲❛ "♦✉%❝❡
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❆♠✲❇❡ ❞❡ ❧✬■0❍❈ ♥❡ ♣%5"❡♥6❡ ♣❛" ❞❡ ❝♦♠♣♦"❛♥6❡ 6❤❡%♠✐9✉❡✳ 0♦✉% ❡♥ ♦❜6❡♥✐%
✉♥❡✱ ❡❧❧❡ ❛ 565 ♣❧❛❝5❡ ❛✉ ❝❡♥6%❡ ❞✬✉♥❡ "♣❤=%❡ ❡♥ ♣♦❧②56❤②❧=♥❡ ❛♣♣❡❧5❡ "♣❤=%❡ ❞❡ ❇♦♥♥❡% ✭❙❇✮✳
❆ ❧✬✐♥65%✐❡✉% ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡✱ ❧❡" ♥❡✉6%♦♥" 5♠✐" "✉❜✐""❡♥6 ❞❡" ❞✐✛✉"✐♦♥" "✉❝❝❡""✐✈❡"✳ ❯♥❡ ♣❛%6✐❡
❞❡" ♥❡✉6%♦♥" ❛✉%❛ ♣❡%❞✉ "♦♥ 5♥❡%❣✐❡ ❡♥ "♦%6✐❡ ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡✳ ▲❡ "♣❡❝6%❡ ❞❡ ♥❡✉6%♦♥" ♦❜6❡♥✉
❞✬5♥❡%❣✐❡ ❝♦♠♣%✐"❡ ❡♥6%❡ ✷✺ ♠❡❱ ❡6 ✵✱✺ ❡❱✱ ✈❛%✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠=6%❡ ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡✳ ❉❛♥" ❧❡
❝❛" ❞❡ ♥♦" ✐%%❛❞✐❛6✐♦♥"✱ ❧❡ ❞✐❛♠=6%❡ ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡ ✉6✐❧✐"5❡ ❡"6 ❞❡ ✾ ♣ ✭✶ ♣ ❂ ✷✱✺✹ ❝♠✮ ✭❋✐❣✉%❡ ✸✳✾✮✳
▲❡ ❞5❜✐6 ❞✬59✉✐✈❛❧❡♥6 ❞❡ ❞♦"❡ ❛♠❜✐❛♥6 ♠❛①✐♠❛❧ "✬♦❜"❡%✈❛♥6 ❛✉ ❝♦♥6❛❝6 ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡✱ ❧❡"
❞56❡❝6❡✉%" ♦♥6 565 ❞✐%❡❝6❡♠❡♥6 ♣♦"✐6✐♦♥♥5" ❛✉ ❝♦♥6❛❝6 ❞❡ ❧❛ "♣❤=%❡ ✭✶✱✵✶✺ ♠❙✈✳❤
−1
✮✳
▲❡" ❞56❡❝6❡✉%" ♦♥6 565 ✐%%❛❞✐5" ❥✉"9✉✬T ✉♥❡ ❞♦"❡ ❞❡ ✾✸ ♠❙✈✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❙♣❡❝()❡ ❞❡ ❧❛ -♦✉)❝❡ ❞❡
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❆♠✲❇❡ ❞❡ ❧✬■)❍❈ ❛✈❡❝ ❡/ 0❛♥0 ❙♣❤56❡ ❞❡ ❇♦♥♥❡6
✸✳✸✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐(✐♦♥) ❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❝❤✐♠✐2✉❡
❆♣"#$ ✐""❛❞✐❛(✐♦♥✱ ❧❡$ ❞.(❡❝(❡✉"$ $♦♥( ♣❡$.$ ❛✈❛♥( ❞❡ $✉✐✈"❡ ✉♥ ("❛✐(❡♠❡♥( ❝❤✐♠✐4✉❡ ❡♥ ("♦✐$
.(❛♣❡$ ✿
✖ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ✿ ❜❛✐♥ ❞❡ ❑❖❍ ✭✸✵✪ ✇(✮ ❝❤❛✉✛. B ✾✵✝♣❡♥❞❛♥( ✷❤✸✵✱ ❛❣✐(❛(❡✉" ♠❛❣♥.✲
(✐4✉❡ ✷✵✵ (♦✉"$✳♠✐♥
−1
✖ ♥❡✉("❛❧✐$❛(✐♦♥ ✿ ✐♠♠❡"$✐♦♥ ❞❛♥$ ✉♥❡ $♦❧✉(✐♦♥ ❞✬❍❈❧ B ✵✱✶ ♠♦❧✴▲ B (❡♠♣."❛(✉"❡ ❛♠❜✐❛♥(❡
♣❡♥❞❛♥( ✸✵ ♠✐♥✱ ❛❣✐(❛(❡✉" ♠❛❣♥.(✐4✉❡ ✷✵✵ (♦✉"$✳♠✐♥
−1
✖ "✐♥N❛❣❡ ✿ ❜❛✐♥ ❞✬❡❛✉ ❞✐$(✐❧❧.❡ B (❡♠♣."❛(✉"❡ ❛♠❜✐❛♥(❡ ♣❡♥❞❛♥( ✸✵ ♠✐♥
❯♥❡ ❢♦✐$ $❡❝$✱ ❧❡$ ❞.(❡❝(❡✉"$ $♦♥( ♣❡$.$ ❛✜♥ ❞❡ $②$(.♠❛(✐4✉❡♠❡♥( ❞.(❡"♠✐♥❡" ❧❛ ✈✐(❡$$❡
❞✬❛((❛4✉❡ $✉"❢❛❝✐4✉❡ VB $❡❧♦♥ ❧✬.4✉❛(✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❈❡((❡ ♣"♦❝.❞✉"❡✱ ♣❡"♠❡( ❡♥("❡ ❞✐✛."❡♥($ ❞.✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥($ $✉❝❝❡$$✐❢$ ❞✬❛♣♣".❝✐❡" ❧❛ $(❛❜✐❧✐(. ❞✉ ("❛✐(❡♠❡♥( ❝❤✐♠✐4✉❡✳
✸✳✸✳✸✳✸ ❇✐❧❛♥ ❞❡) ✐♥❝❡+,✐,✉❞❡) )✉+ ❧✬❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥ ❞✉ )②),3♠❡
▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡$ ✐♥❝❡"(✐(✉❞❡$ ❧✐.❡$ B ❧✬❡①♣❧♦✐(❛(✐♦♥ ❞❡$ ❈❘✲✸✾ ♣"❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❧❡$ ♣❛"❛♠#("❡$
$✉✐✈❛♥($ ✿
✖ ❧❛ "❡♣"♦❞✉❝(✐❜✐❧✐(. ✿ ❞✐$♣❡"$✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣(❛❣❡ ❡♥("❡ ✶✵ ❞.(❡❝(❡✉"$ ✐""❛❞✐.$ B ❧❛ ♠U♠❡ ❞♦$❡
❡( ❞.✈❡❧♦♣♣.$ ❞❛♥$ ❧❡$ ♠U♠❡$ ❝♦♥❞✐(✐♦♥$
✾✵ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❞'&❡❝&❡✉$) )♦❧✐❞❡) ❞❡ &$❛❝❡) ♥✉❝❧'❛✐$❡)
✖ ❧❛ #$♣$&❛❜✐❧✐&$ ✿ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣&❛❣❡ +✉✐&❡ 3 ✶✵ ❧❡❝&✉#❡+ +✉❝❝❡++✐✈❡+ ❞✉ ♠7♠❡ ❞$&❡❝✲
&❡✉#
✖ ❧❡ ❞$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❝❤✐♠✐:✉❡ ✿ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣&❛❣❡ ❡& ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❞❡ VB +✉# ✶✵
❞$&❡❝&❡✉#+ ✐##❛❞✐$+ ❞❛♥+ ❧❡+ ♠7♠❡+ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+✱ ❞$✈❡❧♦♣♣$+ ❞❛♥+ ❞❡+ ❜❛✐♥+ ❝❤✐♠✐:✉❡+
❞✐✛$#❡♥&+
✖ ❧❛ ♣♦+✐&✐♦♥ +✉# ❧❛ ♣❧❛&✐♥❡ ✿ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣&❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠7♠❡ ❞$&❡❝&❡✉# ♣♦+✐&✐♦♥♥$ 3
❞✐✛$#❡♥&+ ❡♥❞#♦✐&+ +✉# ❧❛ ♣❧❛&✐♥❡
▲❡+ ✈❛❧❡✉#+ ❞❡ ❝❡+ ✐♥❝❡#&✐&✉❞❡+ +♦♥& ❞♦♥♥$❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳
❋❛❝&❡✉$ σHDPE ❬✪❪ σBN ❬✪❪
❘❡♣#♦❞✉❝&✐❜✐❧✐&$ ✾✱✺ ✽✱✹
❘$♣$&❛❜✐❧✐&$ ✶✱✽ ✵✱✻
❉$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥& ❝❤✐♠✐:✉❡ ✼✱✷ ✽✱✹
K♦+✐&✐♦♥ ♣❧❛&✐♥❡ ✹✱✷ ✷✱✽
❚♦&❛❧ ✶✷✱✽ ✶✷✱✷
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❇✐❧❛♥ ❞❡* ✐♥❝❡,-✐-✉❞❡* *✉, ❧❛ ♠0-❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②*❡ ❞❡* ❈❘✲✸✾
✸✳✸✳✸✳✹ ❘$♣♦♥(❡ ❞❡( ❞$+❡❝+❡✉.( ❛✉① ♥❡✉+.♦♥(
▲❛ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✶✵ ♣#$+❡♥&❡ ❧❛ #$♣♦♥+❡ RH∗ ❞✉ ❞♦+✐♠M&#❡ ❡♥ ♣#$+❡♥❝❡ ❞✉ +♣❡❝&#❡ #❛♣✐❞❡ ❡&
&❤❡#♠❛❧✐+$ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❛✐♥+✐ :✉❡ ❧❛ #$♣♦♥+❡ R(Hp(10) ❡♥ ♣#$+❡♥❝❡ ❞✉ +♣❡❝&#❡ #❛♣✐❞❡ ✭❞#♦✐&❡✮✳
K♦✉# ❧❡ +♣❡❝&#❡ #❛♣✐❞❡✱ ❧❡ +✐❣♥❛❧ +✉✐& ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♥$❛✐#❡ #❡+♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ♣♦✉# ❍
∗
❡& ❍p✭✶✵✮ ✿
RH∗ = (837± 50)×H∗(10) ✭✸✳✶✸✮
❡& ✿
RHp(10) = (932± 57)×Hp(10) ✭✸✳✶✹✮
K❛#&❛♥& ❞❡ ❝❡+ ♠❡+✉#❡+ ❡①♣$#✐♠❡♥&❛❧❡+✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞$&❡#♠✐♥❡# ✉♥ ❢❛❝&❡✉# ❞❡ ❝❛❧✐❜#❛&✐♦♥ ❞✉
❞♦+✐♠M&#❡ ❞$✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡#+❡ ❞❡ +❛ #$♣♦♥+❡✳ ▲❡ ❢❛❝&❡✉# ♦❜&❡♥✉ ❡♥ ♣#$+❡♥❝❡ ❞✉ +♣❡❝&#❡ #❛✲
♣✐❞❡ ❡+& 1,2× 10−3✭±7,1× 10−5✮ ♠❙✈✳❝♠2✴&#❛❝❡ ❡& 1,1× 10−3✭±6,7× 10−5✮ ♠❙✈✳❝♠2✴&#❛❝❡
#❡+♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ♣♦✉# ❍
∗
❡& ❍p✭✶✵✮✳ ❆ ♣❛#&✐# ❞❡ ❝❡&&❡ ✈❛❧❡✉#✱ ♦♥ ♣❡✉& ♦❜&❡♥✐# #❡+♣❡❝&✐✈❡♠❡♥&
❧✬$:✉✐✈❛❧❡♥& ❞❡ ❞♦+❡ ❛♠❜✐❛♥& ❡& ♣❡#+♦♥♥❡❧ ♥❡✉&#♦♥ ❡♥ ♠✉❧&✐♣❧✐❛♥& ❝❡ ❢❛❝&❡✉# ♣❛# ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❞❡
♣#♦&♦♥+ ❞❡ #❡❝✉❧ ♦❜&❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦+✐♠M&#❡✳
❉❡ ❧❛ ♠7♠❡ ♠❛♥✐M#❡✱ ♣♦✉# ❧❡ +♣❡❝&#❡ &❤❡#♠❛❧✐+$✱ ❧❛ #$♣♦♥+❡ ❞✉ ❞♦+✐♠M&#❡ ❡+& ✿
RH∗ = (34± 4)×H∗(10) ✭✸✳✶✺✮
♣♦✉# ✉♥ ❢❛❝&❡✉# ❞❡ ❝❛❧✐❜#❛&✐♦♥ ❞❡ 2,9× 10−2✭±3,4× 10−3✮ ♠❙✈✳❝♠2✴&#❛❝❡✳
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✾✶
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❘&♣♦♥*❡ ❞❡* ❞♦*✐♠/01❡* ♣♦✉1 ❧❡* ♥❡✉01♦♥* ❞❡ ❧❛ *♦✉1❝❡
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❆♠✲❇❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡
❧✬&;✉✐✈❛❧❡♥0 ❞❡ ❞♦*❡ ❛♠❜✐❛♥0 ❍
∗
✭✶✵✮✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡0 ❞❡ ❧✬&;✉✐✈❛❧❡♥0 ❞❡ ❞♦*❡ ♣❡1*♦♥♥❡❧
❍p✭✶✵✮ ✭❞1♦✐0❡✮ ♣♦✉1 ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦1♠❛❧❡
✸✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡ *+❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❛+❛❝*/+✐$❛*✐♦♥✱ ❛ ♣❡+♠✐$ ❞❡ ♠❡**+❡ ❛✉ ♣♦✐♥* ✉♥❡ ♠/*❤♦❞❡
❞❡ ❧❡❝*✉+❡ ❞❡$ ❈❘✲✸✾ ✜❛❜❧❡ ; ❧✬■=❍❈✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ?✉❛♥*✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ $✉+
❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬❡①♣❧♦✐*❛*✐♦♥ ✭❛♥♥❡①❡ ❇✮✳ ▲❛ +/♣♦♥$❡ ❡①♣/+✐♠❡♥*❛❧❡ ❞❡$ ❞/*❡❝*❡✉+$
❡♥ *❡+♠❡ ❞✬/?✉✐✈❛❧❡♥* ❞❡ ❞♦$❡ ❛♠❜✐❛♥* ❍
∗
✭✶✵✮ ❡* ♣❡+$♦♥♥❡❧ ✭❍p✭✶✵✮✮ ❡$* ❧✐♥/❛✐+❡ ❡♥ ♣+/$❡♥❝❡
❞✬✉♥ $♣❡❝*+❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♣♦$❛♥*❡ +❛♣✐❞❡ ❡* *❤❡+♠✐?✉❡✳ ❆ ❧✬✐$$✉❡ ❞❡ ❝❡ *+❛✈❛✐❧✱ ❧❡ $②$*J♠❡ ❞❡
❞/✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞✐$♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ❧❛❜♦+❛*♦✐+❡ ❛ /*/ +❡♥❞✉ ♣+K* ; K*+❡ ✉*✐❧✐$/ ♣♦✉+ ❧❡$ ♠❡$✉+❡$
❡①♣/+✐♠❡♥*❛❧❡$ ❞❡ ♣+♦❞✉❝*✐♦♥ ❞❡$ ♥❡✉*+♦♥$ $❡❝♦♥❞❛✐+❡$ ♣❡♥❞❛♥* ❧❡$ *+❛✐*❡♠❡♥*$ ❡♥ $❛❧❧❡ ❞❡
+❛❞✐♦*❤/+❛♣✐❡ ✭❝❤❛♣✐*+❡ ✹✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧/*❡+ ❝❡**❡ /*❛♣❡ ❞❡ ❝❛+❛❝*/+✐$❛*✐♦♥✱ ✉♥❡ /*✉❞❡ $✉+ ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐*/ ❞❡ +❡♠♦♥*❡+
; ❧✬/♥❡+❣✐❡ ❞❡$ ♣❛+*✐❝✉❧❡$ ❝❤❛+❣/❡$ +❡$♣♦♥$❛❜❧❡$ ❞❡$ ❞/❣M*$ ❞❛♥$ ❧❡ ❈❘✲✸✾ ❛ /*/ +/❛❧✐$/❡ ❛✜♥
❞✬/✈❛❧✉❡+ ❧❡$ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡$ ❞❡ ❝❡ $②$*J♠❡ ; K*+❡ ✉*✐❧✐$/ ♣♦✉+ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ $♣❡❝*+♦$❝♦♣✐?✉❡✳
❈❡**❡ /*✉❞❡✱ ♠❡♥/❡ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦+❛*✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❯♥✐✈❡+$✐*/ ❞❡$ ❙❝✐❡♥❝❡$ ❡* ❞❡ ❧❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❍♦✉❛+✐✲❇♦✉♠/❞✐J♥❡ ✭❯❙❚❍❇✮ ❞✬❆❧❣❡+ ❡* ❧❡ ❈◆❘❙ ❞✉ ▲✐❜❛♥✱ ❡$* ♣+/$❡♥*/❡ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝*✐♦♥
?✉✐ $✉✐*✳
✸✳✹ ❙♣❡❝'(♦*❝♦♣✐❡ ❞❡* ♣❛('✐❝✉❧❡* ❧0❣2(❡* ♣❛( ❈❘✲✸✾ ✿ 0'✉❞❡
❡①♣0(✐♠❡♥'❛❧❡ ❡' ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ♣(0❞✐❝'✐♦♥
✸✳✹✳✶ ■♥-.♦❞✉❝-✐♦♥
▲❡$ ❈❘✲✸✾ $♦♥* ✉*✐❧✐$/$ ❞❛♥$ ♣❧✉$✐❡✉+$ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ❝♦♠♠❡ ❞/*❡❝*❡✉+$ ; ♣+♦*♦♥$ ♦✉ ♣❛+*✐✲
❝✉❧❡$ α ❝❡ ?✉✐ ✐♥❝❧✉$✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ♥♦*+❡ ✉*✐❧✐$❛*✐♦♥✱ ❧❛ ❞/*❡❝*✐♦♥ ❡* ❞♦$✐♠/*+✐❡ ❞❡$ ♥❡✉*+♦♥$
♣♦✉+ ❧❡$ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ♠/❞✐❝❛❧❡$ ✭+❛❞✐♦✴❤❛❞+♦♥*❤/+❛♣✐❡✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞/❝+✐* ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝*✐♦♥ ✸✳✷✱
?✉❛♥❞ ✉♥❡ ♣❛+*✐❝✉❧❡ ❝❤❛+❣/❡ ♣❛$$❡ ❛✉ *+❛✈❡+$ ❞✬✉♥ *❡❧ ♠❛*/+✐❛✉✱ ❞❡$ *+❛❝❡$ ❧❛*❡♥*❡$ ❛✈❡❝ ❞❡$
❞✐❛♠J*+❡$ ❞✬❡♥✈✐+♦♥ ✺✲✶✵ ♥♠ ❛✉*♦✉+ ❞❡ ❧❛ *+❛❥❡❝*♦✐+❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛+*✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥*❡ $♦♥* ♣+♦❞✉✐*❡$✳
▲❡✉+ /❧❛+❣✐$$❡♠❡♥* ✈✐❛ ✉♥ *+❛✐*❡♠❡♥* ❝❤✐♠✐?✉❡ ❛❣+❡$$✐❢ ♣❡+♠❡**+❛ ❧❡✉+ ♦❜$❡+✈❛*✐♦♥ ❛✉ ♠✐❝+♦✲
$❝♦♣❡ ♦♣*✐?✉❡✳ ●+M❝❡ ; ❧❛ ❞❡♥$✐*/ ❞❡ *+❛❝❡$ ♦❜*❡♥✉❡✱ $❡✉❧❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡$ ♣❛+*✐❝✉❧❡$ ✐♥❝✐❞❡♥*❡$
✾✷ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❞'&❡❝&❡✉$) )♦❧✐❞❡) ❞❡ &$❛❝❡) ♥✉❝❧'❛✐$❡)
♣❡✉# $#%❡ ❞'#❡%♠✐♥'❡ +❛♥+ ♣♦✉✈♦✐% %❡♠♦♥#❡% / ❧✬'♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛%#✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥#❡✳ ❖% ❝❡##❡
✐♥❢♦%♠❛#✐♦♥ '♥❡%❣'#✐7✉❡ ❡+# ✐♠♣♦%#❛♥#❡ ❡# ❝♦♥+#✐#✉❡ ✉♥ ✈%❛✐ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
❞♦+✐♠'#%✐❡ ❞❡+ ♥❡✉#%♦♥+ ♣♦✉% '✈❛❧✉❡% ❧❛ ❞♦+❡ '7✉✐✈❛❧❡♥#❡ 7✉✐ ❡+# ❞'♣❡♥❞❛♥#❡ ❞❡ ❧✬'♥❡%❣✐❡ ❞❡+
♥❡✉#%♦♥+✳ 9❧✉+✐❡✉%+ #%❛✈❛✉① ♦♥# '#' ♣✉❜❧✐'+ ❛✜♥ ❞✬'#✉❞✐❡% ❧✬✐♠♣❛❝# ❞❡ ❧✬'♥❡%❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛%#✐❝✉❧❡
✐♥❝✐❞❡♥#❡ ❡# ❞❡+ ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ❞❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❝❤✐♠✐7✉❡ +✉% ❧❛ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡+ #%❛❝❡+ ♦❜+❡%✲
✈'❡+ ❬✷✵✸✱ ✷✶✸❪✳ ◗✉❡❧7✉❡+ ❧♦❣✐❝✐❡❧+ ♦♥# '#' ❞'✈❡❧♦♣♣'+ ♣♦✉% ❧❛ +✐♠✉❧❛#✐♦♥ ❞❡+ #%❛❝❡+ ❞❡ ♣%♦#♦♥+
❞❛♥+ ❧❡+ ❉❙❚◆ ❬✷✶✹✱ ✷✶✺❪✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥#✱ ♣♦✉% ❧❛ ♣❧✉♣❛%# ❞❡+ ❧♦❣✐❝✐❡❧+ ❞'✈❡❧♦♣♣'+ ♣♦✉% +✐♠✉❧❡%
❧❡ ♣%♦✜❧ ❞❡+ #%❛❝❡+✱ ❧❛ ✈✐#❡++❡ ❞✬❛##❛7✉❡ VB ❡+# ❝♦♥+✐❞'%'❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥+#❛♥#❡ ✭✐♥❞'♣❡♥❞❛♥#❡
❞✉ #❡♠♣+✮✱ ❡# ❥✉+7✉✬/ ♣%'+❡♥# ❛✉❝✉♥ ♠♦❞O❧❡ ♥✬❛ '#' ❞'✈❡❧♦♣♣' ♣♦✉% ❧❛ ♣%'❞✐❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦%✲
♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ #%❛❝❡ ❧♦%+7✉❡ VB ❡+# ✈❛%✐❛❜❧❡✳ ❖% ❞❛♥+ ❧❛ ❧✐##'%❛#✉%❡✱ ✐❧ ❡+# %❛♣♣♦%#' 7✉❡ VB ♥❡
♣❡✉# $#%❡ ❝♦♥+✐❞'%'❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥+#❛♥#❡ 7✉✬❛♣%O+ ♣❧✉+✐❡✉%+ ❤❡✉%❡+ ❞❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❝❤✐♠✐7✉❡
❬✷✶✻✱ ✷✶✼❪✳ ❈❡##❡ ✈❛%✐❛#✐♦♥ ❞❡ VB ❛ '#' ❡①♣❧✐7✉'❡ ❝♦♠♠❡ '#❛♥# ❞✉❡ / ❧❛ ❞✉%❡#' ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
+✉%❢❛❝✐7✉❡ ❞✉ ❞'#❡❝#❡✉% ✭❝♦♥#❛❝# ❞❡ ❧❛ +✉%❢❛❝❡ ❞✉ ❞'#❡❝#❡✉% ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧❛7✉❡ ❞❡ ✈❡%%❡ ❝♦✉❧'
♣❡♥❞❛♥# ❧❡ ♣%♦❝❡++✉+ ❞❡ ❢❛❜%✐❝❛#✐♦♥✮ ❬✷✶✼❪✳ 9❛% ❛✐❧❧❡✉%+ VB ❡+# ❛✉++✐ ✐♥✢✉❡♥❝'❡ ♣❛% ❞✬❛✉#%❡+
❢❛❝#❡✉%+ #❡❧+ 7✉❡ ❧❡+ ❝❛%❛❝#'%✐+#✐7✉❡+ ✐♥#%✐♥+O7✉❡+ ❞✉ ♣❧❛+#✐7✉❡ ✭+❛ ❝♦♠♣♦+✐#✐♦♥ ❝❤✐♠✐7✉❡✮ ♦✉
❧❡+ ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ❞❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ✭❝♦♥❝❡♥#%❛#✐♦♥ ❡# ♥❛#✉%❡ ❞❡ ❧❛ +♦❧✉#✐♦♥ ✉#✐❧✐+'❡✱ ❞✉%'❡ ❞❡
❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥#✱ ♣%'+❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬❛❣✐#❛#❡✉% ♠❛❣♥'#✐7✉❡✳✳✳✮✳
▲✬♦❜❥❡❝#✐❢ ❞❡ ❝❡ #%❛✈❛✐❧ ❛ '#' ❞✬'#✉❞✐❡% ❧❛ ✈❛%✐❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡+ #%❛❝❡+ ❞❡ ♣%♦#♦♥+ ❡#
♣❛%#✐❝✉❧❡+ α ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ✈✐#❡++❡+ ❞✬❛##❛7✉❡+ VB ✈❛%✐❛❜❧❡+✳ ▲❡+ %'+✉❧#❛#+ ♦❜#❡♥✉+ ♣❛% ❧✬❛♥❛❧②+❡
❞❡ ❈❘✲✸✾ ✐%%❛❞✐'+ ♣❛% ✉♥❡ +♦✉%❝❡ α ❞✬241❆♠ ❡# ♣❛% ✉♥ ❢❛✐+❝❡❛✉ ❞❡ ♣%♦#♦♥+ ♠♦♥♦✲'♥❡%❣'#✐7✉❡+
♣❛% ❞❡+ #❡❝❤♥✐7✉❡+ ❞❡ %'❛❝#✐♦♥ ♥✉❝❧'❛✐%❡ ✭◆❘❆✮ ❡# ❞❡ %'#%♦❞✐✛✉+✐♦♥ ❞❡ ❘✉#❤❡%❢♦%❞ ✭❘❇❙✮ ♦♥#
'#' ❝♦♠♣❛%'+ / ✉♥ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ ♣%'❞✐❝#✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛♠O#%❡ ❞❡ #%❛❝❡+ ♣♦✉% ❞❡+ VB ✈❛%✐❛❜❧❡+✳ ●%\❝❡ /
❝❡ ♠♦❞O❧❡✱ ✉♥❡ +♣❡❝#%♦+❝♦♣✐❡ ❞❡+ ♣❛%#✐❝✉❧❡+ ❝❤❛%❣'❡+ ❧'❣O%❡+ ❞❡✈✐❡♥# ♣♦++✐❜❧❡ ♠$♠❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+
❞❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ❞❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ♥♦♥ ♦♣#✐♠❛❧❡+✳ 9♦✉% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❡♥ ♠❡+✉%❡ ❞❡ ♥❡✉#%♦♥+✱
✐❧ ❡+# / ♣%'❝✐+❡% 7✉❡ +❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛%#✐❡ ♣%♦#♦♥ ✈❛ $#%❡ ✉#✐❧❡ ♣✉✐+7✉❡ ❧❡+ ♣❛%#✐❝✉❧❡+ α ❣'♥'%'❡+
❡♥ +✉%❢❛❝❡ ❞✉ ❞'#❡❝#❡✉% ♣❛% ❧❡ ❝♦♥✈❡%#✐++❡✉% ❜♦%' ♦♥# #♦✉+ ✉♥❡ '♥❡%❣✐❡+ ❞❡ ✶✱✹✼ ▼❡❱✳ ❊♥
%❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬'#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡+ ♣❛%#✐❝✉❧❡+ α ♥♦✉+ ♣❡%♠❡##%❛ #♦✉# ❞❡ ♠$♠❡ ❞✬❛✈♦✐%
❞❡+ ✐♥❢♦%♠❛#✐♦♥+ ❝♦♠♣❧'♠❡♥#❛✐%❡+ +✉% ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡✉% ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡+ ❞✐❛♠O#%❡+ ❞❡+
♣❛%#✐❝✉❧❡+ α 7✉❡ ❧✬♦♥ +✬❛##❡♥❞ / ❞'#❡❝#❡% ❡♥ ♣%'+❡♥❝❡ ❞❡ ♥❡✉#%♦♥+ #❤❡%♠✐7✉❡+ ♣♦✉% ❛✐♥+✐✱ ❧♦%+
❞❡ ❧❛ ❧❡❝#✉%❡ ♠✐❝%♦+❝♦♣✐7✉❡✱ ♠✐❡✉① ❧❡+ ❞✐+❝%✐♠✐♥❡% ❞❡+ #%❛❝❡+ ❞❡ ❜%✉✐# ❞❡ ❢♦♥❞✱ ♦✉ #%❛❝❡+
♣❛%❛+✐#❡+ ✐♥❤'%❡♥#❡+ ❛✉① ❞'#❡❝#❡✉%+✳
✸✳✹✳✷ ■%%❛❞✐❛)✐♦♥,
✸✳✹✳✷✳✶ %❛'(✐❝✉❧❡. ❛❧♣❤❛
▲✬✐%%❛❞✐❛#✐♦♥ ❞❡+ ❞'#❡❝#❡✉%+ +✬❡+# ❢❛✐#❡ ❣%\❝❡ / ❧✬✉#✐❧✐+❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ +♦✉%❝❡ ❞❡
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❞✬❛❝#✐✈✐#'✳ ▲❡ +♣❡❝#%❡ ❡♥ '♥❡%❣✐❡ ❞❡+ ♣❛%#✐❝✉❧❡+ '♠✐+❡+ ❝♦♠♣♦%#❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥# ❞❡✉① ❣%♦✉♣❡+
❞✬'♥❡%❣✐❡ ❞❡ ✺✹✽✻ ❦❡❱ ❡# ✺✹✹✸ ❦❡❱ ❛✈❡❝ ❞❡+ ✐♥#❡♥+✐#'+ %❡❧❛#✐✈❡+ %❡+♣❡❝#✐✈❡+ ❞❡ ✽✹✱✹✪ ❡#
✶✸✱✷✪✳ ▲❡+ '♥❡%❣✐❡+ ❞❡+ ♣❛%#✐❝✉❧❡+ α ♦♥# '#' ♠❡+✉%'❡+ ♣❛% ✉♥ ❞'#❡❝#❡✉% ❙✐ ✭❯❧#%❛✰✮ ❛✈❡❝
✉♥❡ +✉%❢❛❝❡ ❛❝#✐✈❡ ❞❡ ✷✺ ♠♠
2
❡# ✉♥❡ %'+♦❧✉#✐♦♥ ❡♥ '♥❡%❣✐❡ ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✶✶ ❦❡❱ ❞❛♥+ ❧❛ ❣❛♠♠❡
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❘❇❙ ❡" ◆❘❆ ♣♦✉( ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❢❛✐&❝❡❛✉① ❞✬✐♦♥& ❛✈❡❝ ❞❡& !♥❡(❣✐❡& &✉♣!(✐❡✉(❡& ❛✉ ▼❡❱ ❬✷✶✽❪✮✳
◆♦✉& (❡♣♦("♦♥& &✉( ❧❛ ✭❋✐❣✉(❡ ✸✳✶✸✮ ❧❡ ❣(♦✉♣❡ ❞❡ ♣(♦"♦♥& ✐&&✉& ❞❡& (!❛❝"✐♦♥& ♥✉❝❧!❛✐(❡& ❞❡&
❞❡✉"!(♦♥& ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❛(❜♦♥❡ ❡" ❧✬❖①②❣>♥❡ ❝♦♥"❡♥✉& ❞❛♥& ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❙✐❖2
✸✳✹✳✸ ❉$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❡, ❧❡❝,✉/❡ ♠✐❝/♦1❝♦♣✐2✉❡
▲❡& "(❛❝❡& ❧❛"❡♥"❡& ♣(♦❞✉✐"❡& ♣❛( ❧❡& ♣(♦"♦♥& ❡" ♣❛("✐❝✉❧❡& α ♦♥" !"! (!✈!❧!❡& &❡❧♦♥ ❧❛ ♣(♦✲
❝!❞✉(❡ ❞!❝(✐"❡ ❞❛♥& ❧❛ &❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳✷ ❡♥ ❛♣♣❧✐B✉❛♥" ✉♥❡ ✈❛(✐❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉(!❡ ❞❡ ❧✬❛""❛B✉❡
❝❤✐♠✐B✉❡✳ ▲❡& ❞!"❡❝"❡✉(& ♦♥" !"! ❞!✈❡❧♦♣♣!& ❡" ❧✉& "♦✉"❡& ❧❡& ✵✱✺ ❤ ❛✈❡❝ ❞❡& ❞✉(!❡& ❞❡ ❞!✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥" ❡♥"(❡ ✵✱✺ ❤ ❡" ✸ ❤ ♣♦✉( ❧❡& ♣❛("✐❝✉❧❡& α ❡" ❡♥"(❡ ✷✱✺ ❤ ❡" ✺ ❤ ♣♦✉( ❧❡& ♣(♦"♦♥&✳
`♦✉( ❞!"❡(♠✐♥❡( ❧❛ ✈✐"❡&&❡ ❞✬❛""❛B✉❡ &✉(❢❛❝✐B✉❡ ❞❡& ❞!"❡❝"❡✉(& ✭VB✮ &❡❧♦♥ ❧✬!B✉❛"✐♦♥ ✭✸✳✷✮✱
❧❡& ❞!"❡❝"❡✉(& ♦♥" !"! ♣❡&!& ❛✈❛♥" ❡" ❛♣(>& ❝❤❛B✉❡ ❞!✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♣(!❝✐&✐♦♥ ❞❡ ±✶✵ ➭g✳ ▲❡& ✈❛❧❡✉(& ♠♦②❡♥♥❡& ❞❡ VB &♦♥" (!&✉♠!❡& ❞❛♥& ❧❡& ❚❛❜❧❡❛✉① ✸✳✹ ❡" ✸✳✺✳
▲❡& ✢✉❝"✉❛"✐♦♥& ❞❡ VB✱ ♣❡♥❞❛♥" ❧❡ ❞!✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥"✱ &♦♥" ❞✉❡& L ✉♥ ❧!❣❡( ❞!❢❛✉" ❞❡ ❝♦♥"(S❧❡
❞❡ ❧❛ "❡♠♣!(❛"✉(❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❞❡ ❞!✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" !"❛♥" ❛♣♣❛(✉ ❛✉ ♠♦♠❡♥" ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛"✐♦♥✳
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✾✺
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞✉ ❞✐-♣♦-✐0✐❢ ❡①♣'4✐♠❡♥0❛❧ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ✲ ❙♣❡❝04❡ ❡♥ '♥❡4❣✐❡ ♠❡-✉4' ❡0 ❝❛❧❝✉❧'
✭❙✐♠◆❘❆ ❬✷✶✽❪✮ ❞❡- ♣4♦0♦♥- ❣'♥'4'- ♣❛4 4'❛❝0✐♦♥ ♥✉❝❧'❛✐4❡ ✭❞4♦✐0❡✮
▲✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❞)*❡❝*❡✉-$ ♦♥* )*) ❛♥❛❧②$)$ ❛✉ ♠✐❝-♦$❝♦♣❡ ♦♣*✐3✉❡ $❡❧♦♥ ❧❛ ♣-♦❝)❞✉-❡ ❞)❝-✐*❡
❞❛♥$ ❧❛ $❡❝*✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸ ❛✈❡❝ ❝❡**❡ ❢♦✐$✲❝✐ ✉♥❡ ♠❡$✉-❡ ❞✉ ❞✐❛♠:*-❡ ❞❡$ *-❛❝❡$ ♦❜*❡♥✉❡$ ♣♦✉-
❝❤❛3✉❡ ❞✉-)❡ ❞❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❡* )♥❡-❣✐❡ ❞✬✐--❛❞✐❛*✐♦♥✳
❉✉"%❡ ❞❡ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❬❤❪ ✵✱✺ ✶ ✶✱✺ ✷ ✷✱✺ ✸
V
❇
❬➭m✳❤
−1
❪ ✾✱✸ ✻✱✵ ✾✱✼ ✶✸✱✸ ✶✷✱✹ ✶✺✱✸
σV
❇
❬➭m✳❤
−1
❪ ✵✱✽ ✵✱✼ ✵✱✺ ✵✱✽ ✵✱✻ ✶✱✵
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ VB ❞❡- ❞'0❡❝0❡✉4- ✐44❛❞✐'- ❛✉① ♣❛40✐❝✉❧❡- α
❉✉"%❡ ❞❡ ❞%✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$ ❬❤❪ ✷✱✺ ✸ ✸✱✺ ✹ ✹✱✺ ✺ ✺✱✺
V
❇
❬➭m✳❤
−1
❪ ✽✱✵ ✶✶✱✾ ✶✽✱✼ ✷✺✱✵ ✷✷✱✹ ✷✻✱✾ ✷✼✱✼
σV
❇
❬➭m✳❤
−1
❪ ✵✱✷ ✵✱✻ ✵✱✼ ✶✱✷ ✶✱✾ ✶✱✶ ✶✱✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ VB ❞❡- ❞'0❡❝0❡✉4- ✐44❛❞✐'- ❛✉① ♣4♦0♦♥-
✸✳✹✳✹ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞1❧✐%❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *'❛❝❡
▲✬♦❜❥❡❝*✐❢ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞:❧❡ ❞)✈❡❧♦♣♣) ♣❛- ❧✬❯❙❚❍❇✱ ❡$* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡- ❧❡ ❞✐❛♠:*-❡ ❉✭❊✱*✮ ❛✐♥$✐
3✉❡ ❧❡ ♣-♦✜❧ ❞❡ ❧❛ *-❛❝❡ ✭❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✹✮ ♣-♦❞✉✐*❡ ♣❛- ✉♥ ✐♦♥ ❧)❣❡- ❞✬)♥❡-❣✐❡ E ❞❛♥$ ❧❡ ❈❘✲✸✾
❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ *❡♠♣$ ❞❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* *✱ ♣♦✉- ❞✐✛)-❡♥*❡$ ✈✐*❡$$❡$ ❞✬❛**❛3✉❡$ $✉-❢❛❝✐3✉❡$✱
❡♥ ♣-❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐- ❞✬❛--U* ❞❡ ❧❛ ♣❛-*✐❝✉❧❡✳ ▲❡$ ♣-)❞✐❝*✐♦♥$ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞:❧❡ $❡-♦♥*
❡♥$✉✐*❡ ❝♦♠♣❛-)❡$ ❛✉① -)$✉❧*❛*$ ♦❜*❡♥✉$ ❡①♣)-✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ♠❡$✉-❡ ❞✉ ❞✐❛♠:*-❡ ❞❡$
*-❛❝❡$ ♣❛- ❧✬❛♥❛❧②$❡ ❛✉ ♠✐❝-♦$❝♦♣❡ ♦♣*✐3✉❡✳
✸✳✹✳✹✳✶ ❊✛❡' ❞✉ ♣❛,❛♠.',❡ β
▲✬❛♣♣❛-✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ *-❛❝❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❈❘✲✸✾ $❡ ❢❛✐* $✉✐*❡ ❛✉① ❛❝*✐♦♥$ ❝♦♥❥♦✐♥*❡$ ❞❡$ ❛**❛3✉❡$
❝❤✐♠✐3✉❡ $✉-❢❛❝✐3✉❡ ✭VB✮ ❡* ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ *-❛❝❡ ✭VT ✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥$✐❞:-❡ ✉♥ ✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥* ❞✬)♥❡-❣✐❡
✾✻ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❞'&❡❝&❡✉$) )♦❧✐❞❡) ❞❡ &$❛❝❡) ♥✉❝❧'❛✐$❡)
E0 ❛!!✐✈❛♥% ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐!❡♠❡♥% - ❧❛ .✉!❢❛❝❡ ❞✉ ❞0%❡❝%❡✉! ❛✉ ♣♦✐♥% ❖✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛!❝♦✉!. ❞❡
❧✬✐♦♥ - ❝❡%%❡ 0♥❡!❣✐❡ ♥♦%0 ❳0✱ ♣❛! .♦♥ ♣♦✉✈♦✐! ❞✬❛!!7% S(XT ) %❡❧ 8✉❡ ✿
dE
dX
(E) =
dE
dX
(XT ) = S(XT ) ✭✸✳✶✻✮
❛✈❡❝ S(XT ) ❧❡ ♣♦✉✈♦✐! ❞✬❛!!7% - ❧❛ ♣♦.✐%✐♦♥ XT ✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❙❤'♠❛ ❞✉ ♣-♦✜❧ ❞✬✉♥❡ 4-❛❝❡ ♣♦✉- ✉♥❡ ♣❛-4✐❝✉❧❡ ❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦-♠❛❧❡
❙✐ %0 ❝♦!!❡.♣♦♥❞ ❛✉ %❡♠♣. ❛✉ ❜♦✉% ❞✉8✉❡❧ ❧✬❛%%❛8✉❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❛%%❡✐♥% ❧❡ ♣♦✐♥% C ❞✬❛❜.❝✐..❡
❳T ✭%0✮✱ ❡% ❱T ✭%0✮ ❧✬❛%%❛8✉❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ %!❛❝❡✱ - ✉♥ %❡♠♣. % ❃ %0✱ ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥%
❝❤✐♠✐8✉❡ .❡ ♣!♦♣❛❣❡!❛ ❞❛♥. ❧❡ ❈❘✲✸✾ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐%❡..❡ VB ❡% .❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐!❡❝%✐♦♥ ❞0✜♥✐❡ ♣❛!
❧✬❛♥❣❧❡ δ ✭❋✐❣✉!❡ ✸✳✶✹✮ %❡❧ 8✉❡ ❬✷✵✷❪ ✿
sin δ(t0) =
VB
VT (t0)
✭✸✳✶✼✮
▲❛ ✈❛!✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❱T 0%❛♥% ❧✐0❡ - ❧❛ 8✉❛♥%✐%0 ❞❡ ❞0❢❛✉%. ♣!♦❞✉✐%. ♣❛! ❧❡ ♣❛..❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ - ❧❛
♣!♦❢♦♥❞❡✉! ❝♦♥.✐❞0!0❡ ❬✷✵✷❪✱ ♦♥ ❢❛✐% ❧❛ .✉♣♣♦.✐%✐♦♥ ❞❛♥. ❝❡ ♠♦❞S❧❡ 8✉✬❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥% ❞✬❛❜.❝✐..❡
❳T ✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ !❡❧❛%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡..❡ ❞✬❛%%❛8✉❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❡.% ♣!♦♣♦!%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣♦✉✈♦✐!
❞✬❛!!7% !❡.%!✐❝%✐❢ ❙∆✭❳T ✮ ❬✷✶✾❪ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥% %❡❧ 8✉❡ ✿
∆V
VB
= βS∆(XT ) ⇔ (VT − VB) = βS∆(XT )VB ⇔ VT = VB(1 + βS∆(XT )) ✭✸✳✶✽✮
❆✈❡❝ β ❧❡ ♣❛!❛♠S%!❡ ❞❡ ♣!♦♣♦!%✐♦♥♥❛❧✐%0✳
❊♥ !❡♠♣❧❛W❛♥% ❱T ♣❛! .♦♥ ❡①♣!❡..✐♦♥ ❞❛♥. ❧✬08✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿
sin δ(t0) =
1
1 + βS∆(XT)
✭✸✳✶✾✮
▲❡. ❝♦♦!❞♦♥♥0❡. ❞✉ ♣♦✐♥% ▼ ✭❋✐❣✉!❡ ✸✳✶✹✮ ❛♣!S. ✉♥❡ ❞✉!0❡ % ❞✬❛%%❛8✉❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ .♦♥%
✜♥❛❧❡♠❡♥% ❞♦♥♥0❡. ♣❛! ❧❡. !❡❧❛%✐♦♥. ✿
XM = XT(t0) + VB(t− t0) sin δ(t0) ✭✸✳✷✵✮
YM = VB(t− t0) cos δ(t0) ✭✸✳✷✶✮
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*✉✣*❛♥%❡ ♣♦✉# #2✈2❧❡# ❧✬❡✛❡% ❞✉ ♣♦✉✈♦✐# ❞✬❛##E% ❙✳ ❊♥ #❡✈❛♥❝❤❡ ❛✉ ❞❡❧@ ❞❡ ✷ ❤ ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥%✱ ❧❡ ❞✐❛♠,%#❡ ♠♦②❡♥ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❛✈❡❝ ❧✬2♥❡#❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥%❡ ❡♥ #❛✐*♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞2♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥%#❡ ❱T ❡% ❙∆ ✭2K✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✮✳ A♦✉# ✉♥❡ ❞✉#2❡ ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡ ✷ ❤✱ ❧❡ ❞✐❛♠,%#❡
♠❛①✐♠❛❧ ❡*% ♦❜*❡#✈2 ♣♦✉# ✉♥❡ 2♥❡#❣✐❡ ❛✉%♦✉# ❞❡ ✸ ▼❡❱✳ ❈❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❡♥❞ @ *❡ ❞2❝❛❧❡# ✈❡#*
❞❡* 2♥❡#❣✐❡* ♣❧✉* 2❧❡✈2❡* K✉❛♥❞ ❧❛ ❞✉#2❡ ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡*% ❛✉❣♠❡♥%2❡ ♣♦✉# E%#❡ ♦❜*❡#✈2
❛✉%♦✉# ❞❡ ✹✱✻ ▼❡❱ ♣♦✉# ✉♥❡ ❞✉#2❡ ❞❡ ✸ ❤✳ ❈❡ ❞2❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❞✐❛♠,%#❡ ♠♦②❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡✉%
E%#❡ #❡❧✐2 @ ❧✬2♥❡#❣✐❡ %♦%❛❧❡ ♣❡#❞✉❡ ♣❛# ❧❛ ♣❛#%✐❝✉❧❡✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣❛#❝♦✉#*✳
❙✉# ❧❛ ♠E♠❡ ✜❣✉#❡✱ ❧❡* ✈❛#✐❛%✐♦♥* ❞❡* ❞✐❛♠,%#❡* ❝❛❧❝✉❧2* ♣❛# ❧❡ ♠♦❞,❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡
❧✬2♥❡#❣✐❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❞✉#2❡ ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% *♦♥% #❡♣#2*❡♥%2❡* ♣❛# ❧❡* ❧✐❣♥❡* ❝♦♥%✐♥✉❡*✳ ▲❡
♠♦❞,❧❡ ♠♦♥%#❡ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦#❞ ❛✈❡❝ ❧❡* #2*✉❧%❛%* ❡①♣2#✐♠❡♥%❛✉① *❛✉❢ @ ✷ ❤ ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥%
♦✉ ❧❡* ✈❛❧❡✉#* ❝❛❧❝✉❧2❡* *✬2❝❛#%❡♥% ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹✪ ♣❛# #❛♣♣♦#% ❛✉① ✈❛❧❡✉#* ❡①♣2#✐♠❡♥%❛❧❡*
✭✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ✐♠♣♦#%❛♥%❡* ❞❡ ❧❛ %❡♠♣2#❛%✉#❡ ❞✉ ❜❛✐♥ ❝❤❛✉✛❛♥% ❧♦#* ❞❡ ❝❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥%✮✳
✸✳✹✳✺✳✷ %'♦(♦♥.
▲❛ ✈❛#✐❛%✐♦♥ ❞❡* ❞✐❛♠,%#❡* ❞❡* %#❛❝❡* ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡* ❧✬2♥❡#❣✐❡ ❞❡* ♣#♦%♦♥* ♣♦✉# ❞❡* ❞✉✲
#2❡* ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡♥%#❡ ✷✱✺ ❤ ❡% ✺✱✺ ❤ *♦♥% #❡♣#2*❡♥%2❡* *✉# ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✶✾ ♣♦✉# ❧❡*
✐##❛❞✐❛%✐♦♥* ♣❛# ❘❇❙ ❡% ◆❘❆✳ ❉❛♥* ❧✬✐♥%❡#✈❛❧❧❡ ❞✬2♥❡#❣✐❡ 2%✉❞✐2✱ K✉❡❧❧❡ K✉❡ *♦✐% ❧❛ ❞✉#2❡ ❞❡
❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥%✱ ❧❡ ❞✐❛♠,%#❡ ♠♦②❡♥ ❞❡* %#❛❝❡* ❞2❝#♦[% ❞❡ ❢❛\♦♥ ♠♦♥♦%♦♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛✲
✶✵✵ ❈❛$❛❝&'$✐)❛&✐♦♥ ❞❡) ❞'&❡❝&❡✉$) )♦❧✐❞❡) ❞❡ &$❛❝❡) ♥✉❝❧'❛✐$❡)
 ✐♦♥ ❞❡ ❧✬(♥❡)❣✐❡✳ ❈❡  ❡ ❞(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ (♥❡)❣✐❡ ❡0 ♣❧✉0 ♣)♦♥♦♥❝(❡ 2 ♠❡0✉)❡ 4✉❡ ❧❛ ❞✉)(❡ ❞❡
❞(✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ ❛✉❣♠❡♥ ❡✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✾ ✕ ❉✐❛♠)*+❡- ♠♦②❡♥- ❞❡- *+❛❝❡- ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥- ❞❡ ❧✬6♥❡+❣✐❡ ❞❡- ♣+♦*♦♥- ✭❘❇❙ = ❣❛✉❝❤❡ ❡*
◆❘❆ = ❞+♦✐*❡✮ ❡* ❞❡ ❧❛ ❞✉+6❡ ❞❡ ❞6✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥*✳ ▲❡- -②♠❜♦❧❡- +❡♣+6-❡♥*❡♥* ❧❡- ✈❛❧❡✉+-
❡①♣6+✐♠❡♥*❛❧❡- ✭▼❡-✮ ❡* ❧❡- ❧✐❣♥❡- ❝♦♥*✐♥✉❡-✱ ❧❡- ♣+6❞✐❝*✐♦♥- ❞✉ ♠♦❞)❧❡ ✭❈❛❧✮ ❬✷✷✷❪
❈❡  ❡ ❞✐♠✐♥✉ ✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛♠6 )❡ ♠♦②❡♥ )❡✢6 ❡ ❧❛ ❞(♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐) ❞✬❛))9 ✳ ❊♥ ❡✛❡ ✱
♣❧✉0 ✉♥❡ ♣❛) ✐❝✉❧❡ 0❡)❛ (♥❡)❣( ✐4✉❡✱ ♠♦✐♥0 ❧❡0 ❞(♣= 0 ❞✬(♥❡)❣✐❡ 0❡)♦♥ ✐♠♣♦) ❛♥ 0 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
♣❛)❝♦✉)0 ✭❛✈❛♥ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❇)❛❣❣✮✱ ❡ ❞♦♥❝ ♠♦✐♥0 ❧❡0 ❞(❣A 0 ♠♦❧(❝✉❧❛✐)❡0 ❡ ❧❡ ❞✐❛♠6 )❡ ❞❡
 )❛❝❡0 ♥✉❝❧(❛✐)❡0 0❡)♦♥ ✐♠♣♦) ❛♥ 0✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❛)❝♦✉)0 ❞❡0 ♣)♦ ♦♥0 ❞❡ ✶ ▼❡❱ ❡ ✷✱✺ ▼❡❱
♣❛) ❙❘■▼ ❬✷✷✵❪ ✭❋✐❣✉)❡ ✸✳✷✵✮ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❡✛❡ ❞❡0 ✈❛❧❡✉)0 )❡0♣❡❝ ✐✈❡0 ❞✬❡♥✈✐)♦♥ ✷✵ ➭m ❡ ✽✽ ➭m
❝❡ 4✉✐ ❝♦♥✜)♠❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛)✐❛ ✐♦♥ ❞❡0 ❞✐❛♠6 )❡0 ♠♦②❡♥0 ❞❡0  )❛❝❡0✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✵ ✕ N❛+❝♦✉+- ❞❡- ♣+♦*♦♥- ❞❛♥- ❧❡ ❈❘✲✸✾ ❞❛♥- ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬6♥❡+❣✐❡ 6*✉❞✐6❡ ❬✷✷✵❪
▲❛ ❝♦♠♣❛)❛✐0♦♥ ❡♥ )❡ ❧❡0 ❞✐❛♠6 )❡0 ❞❡0  )❛❝❡0 ❞❡ ♣)♦ ♦♥0 ♣)♦❞✉✐ 0 ♣❛) ◆❘❆ ❡ ❘❇❙ 0♦♥ 
❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦)❞✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉) ❧❡0 ♣❛) ✐❝✉❧❡0 α✱ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ )❡♣)♦❞✉✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ♠9♠❡ (✈♦❧✉ ✐♦♥ ❞✉
❞✐❛♠6 )❡ ❞❡0  )❛❝❡0 4✉❡ ❧✬❡①♣()✐❡♥❝❡ ❛✉① ✐♥❝❡) ✐ ✉❞❡0 ♣)60✳
❆✜♥ ❞✬(✈❛❧✉❡) ❧❡0 ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡0 0♣❡❝ )♦0❝♦♣✐4✉❡0 0✉) ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬(♥❡)❣✐❡ ( ✉❞✐(❡✱ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❛)❛✐0♦♥ ❡♥ )❡ ❧❡ 0♣❡❝ )❡ ◆❘❆ ♠❡0✉)( ❡ ❧❛ ❞✐0 )✐❜✉ ✐♦♥ ❞❡0 ❞✐❛♠6 )❡0 ❞❡0  )❛❝❡0 ❡♥)❡❣✐0 )(❡0
✭❋✐❣✉)❡ ✸✳✷✶✮ ❛ ♠♦♥ )( ✉♥❡ ❞✐0❝)✐♠✐♥❛ ✐♦♥ ❝❧❛✐)❡ ❡♥ )❡ ❧❡0  )♦✐0 ❣)♦✉♣❡0 ❞✬(♥❡)❣✐❡0 ❞❡ ♣)♦✲
 ♦♥0 ✐00✉0 ❞❡ ❧❛ )(❛❝ ✐♦♥ ❞❡0 ✐♦♥0
2
❍ 0✉) ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❙✐❖2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
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✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦)❞❛♥❝❡ ❞❡0 )❛ ✐♦ ❞❡0 ❛✐)❡0 0♦✉0 ❝❤❛4✉❡ ♣✐❝ ❡♥ )❡ ❧❡ 0♣❡❝ )❡ ❡♥ (♥❡)❣✐❡ ❡ ❧❡
0♣❡❝ )❡ ❡♥ ❞✐❛♠6 )❡ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✮✳ ▲❡0 ❞✐❛♠6 )❡0 ♠♦②❡♥0 ♦❜ ❡♥✉0 ♣❛) ❧❡  )✐♣❧❡ ❞❡ ♣)♦ ♦♥0
❛✉① ❞✐✛()❡♥ 0  ❡♠♣0 ❞❡ ❞(✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ ❡0 ❡♥ ❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞♦♥♥(0 ♣❛) ❧❛ ❝♦✉)❜❡ ❞❡ ❝❛✲
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✶✵✶
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶ ✕ ❱❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜0❛*✐♦♥ ❡♥ 1♥❡0❣✐❡ ❞❡ ♣0♦*♦♥4 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞✉ *❡♠♣4 ❞❡ ❞1✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥* ✿ ❝♦♠♣❛0❛✐4♦♥ ❞✉ 4♣❡❝*0❡ ❡♥ 1♥❡0❣✐❡ ❡* ❡♥ ❞✐❛♠;*0❡ ❞❡4 ♣0♦*♦♥4 ✐44✉4 ❞❡ ❧❛
01❛❝*✐♦♥ ♥✉❝❧1❛✐0❡ ✭◆❘❆✮ ❞❡4 ✐♦♥4
2
❍ 4✉0 ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❙✐❖2 4✉0 ❧❛D✉❡❧❧❡ ✉♥ ✜❧♠ ❞❡
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❈
❛ 1*1 ❞1♣♦41 ❬✷✷✸❪
❧✐❜#❛%✐♦♥ ✭❋✐❣✉#❡ ✸✳✷✶✮✱ ❝❡ 4✉✐ ♣❡#♠❡% ❞❡ ♠♦♥%#❡# ❧❡8 ❜♦♥♥❡8 ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡8 ❞✉ 8②8%;♠❡ ♣♦✉#
❧❡8 ♠❡8✉#❡8 ❞✬=♥❡#❣✐❡ ❞❡ ♣#♦%♦♥8 ❞❛♥8 ❧✬✐♥%❡#✈❛❧❧❡ =%✉❞✐=✳
❘❛$✐♦ ❞❡' ❛✐"❡' ❙♣❡❝$"❡ ❡♥ %♥❡"❣✐❡ ❙♣❡❝$"❡ ❞❡' ❞✐❛♠5$"❡'
❖✭❞✱♣1✮✴❈✭❞✱♣0✮ ✸✱✺✹ ✸✱✺✻
❖✭❞✱♣1✮✴❖✭❞✱♣0✮ ✼✱✾✻ ✼✱✶✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❘❛*✐♦ ❞❡4 ❛✐0❡4 ❞❡4 ❞✐✛10❡♥*4 ♣✐❝4 ♦❜*❡♥✉4 4✉0 ❧❡4 4♣❡❝*0❡4 ❡♥ 1♥❡0❣✐❡ ❡* ❡♥ ❞✐❛♠;*0❡
♠❡4✉014
✸✳✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥
▲✬✐##❛❞✐❛%✐♦♥ ❞❡8 ❉❙❚◆ ❞❡ %②♣❡ ❈❘✲✸✾ ♣❛# ❞❡8 ♣❛#%✐❝✉❧❡8 ❝❤❛#❣=❡8 ♠♦♥♦=♥❡#❣=%✐4✉❡8 ❞✬✐♥✲
%=#O% ❡♥ ❞♦8✐♠=%#✐❡ ♥❡✉%#♦♥ ❛ ♣❡#♠✐8 ✉♥❡ ❝♦♠♣#=❤❡♥8✐♦♥ ❛♣♣#♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❛%✐♦♥ ❞❡8
%#❛❝❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❈❘✲✸✾ ❡% ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉#=❡ ❞✉ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% 8✉# ❧❛ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❡
❞❡8 %#❛❝❡8 ❞❛♥8 ♥♦8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❛❝%✉❡❧❧❡8 ❞❡ %#❛✐%❡♠❡♥%8 ❝❤✐♠✐4✉❡8✳ ❉❛♥8 ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬=♥❡#❣✐❡
=%✉❞✐=❡ ✭✶✱✵ R ✺✱✺ ▼❡❱ ♣♦✉# ❧❡8 α ❡% ✵✱✽ R ✷✱✽ ▼❡❱ ♣♦✉# ❧❡8 ♣#♦%♦♥8✮✱ ✉♥❡ #❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%#❡ ❧✬
=♥❡#❣✐❡✱ ❧❡ ❞✐❛♠;%#❡ ❞❡ ❧❛ %#❛❝❡ ❡% ❧❛ ❞✉#=❡ ❞❡ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❛ ♣✉ O%#❡ ♠✐8❡ ❡♥ =✈✐❞❡♥❝❡✳
▲❡8 ❝♦✉#❜❡8 ❞❡ ❝❛❧✐❜#❛%✐♦♥ ❞✐❛♠;%#❡✲=♥❡#❣✐❡✲%❡♠♣8 ❞❡ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ♥♦✉8 ♦♥% ♣❡#♠✐8 ❞❡
❞#❡88❡# ✉♥ ♣#❡♠✐❡# ❛♣❡#V✉ ❞❡ ❧❛ #❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%#❡ ❧✬❡✛❡% ❞❡ ♥♦8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❞❡ ❞=✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡%
❧❛ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡8 %#❛❝❡8 ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡8 ♥♦#♠❛❧❡8 ♣❛# #❛♣♣♦#% ❛✉ ❞=%❡❝%❡✉#✳ ❊❧❧❡8
❝♦♥8%✐%✉❡♥% ❛✐♥8✐ ✉♥❡ ♣#❡♠✐;#❡ ❜❛8❡ ❞❡ %#❛✈❛✐❧ ✈❡#8 ❧❛ 8♣❡❝%#♦8❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣❛#%✐❝✉❧❡8 α ♦✉ ♣#♦%♦♥8
❞❛♥8 ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬=♥❡#❣✐❡ =%✉❞✐=❡✳ ❊♥ ♣❛#❛❧❧;❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ♣#=❞✐❝%✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠;%#❡ ♣♦✉#
❧❡8 ♣❛#%✐❝✉❧❡8 α ❡% ♣#♦%♦♥8✱ ❛ =%= ❞=✈❡❧♦♣♣= ♣❛# ❧✬=4✉✐♣❡ ❞❡ ❧✬❯❙❚❍❇ ♣♦✉# ❞❡8 VB ✈❛#✐❛❜❧❡8✳
❈❡ ♠♦❞;❧❡ 4✉✐ ❡8% ❜❛8= 8✉# ❧❛ ❞=✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛#❛♠;%#❡ ❞❡ ♣#♦♣♦#%✐♦♥❛❧✐%= β ❡♥%#❡ ❱T ❡%
❧❡ ♣♦✉✈♦✐# ❞✬❛##O% #=❞✉✐% ✭=4✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✮ ❛♣♣❛#✉ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥8%❛♥% ♣♦✉# ❧❡8 ♣❛#%✐❝✉❧❡8 α ❡%
8✉✐✈❛♥% ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡ ♣♦✉# ❧❡8 ♣#♦%♦♥8✱ ❛ ♠♦♥%#= ❞❡ ❜♦♥8 ❛❝❝♦#❞8 ❛✈❡❝ ❧❡8 ❞✐✛=#❡♥%8
#=8✉❧%❛%8 ❡①♣=#✐♠❡♥%❛✉①✳ ▲❡ ❢❛✐% 4✉❡ ❝❡ ♣❛#❛♠;%#❡ 8♦✐% ❞=♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧✬=♥❡#❣✐❡ ♣♦✉# ❧❡8 ♣#♦✲
%♦♥ ♠♦♥%#❡ 4✉❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐# ❞✬❛##O% #=❞✉✐% ♥✬❡8% ♣❛8 ❧❡ 8❡✉❧ ❢❛❝%❡✉# R ❞=✜♥✐# ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ❧❛
✈❛❧❡✉# ❞❡ ❱T ✳ ▲✬✉%✐❧✐8❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ♣♦✉# ❧❛ ♣#=❞✐❝%✐♦♥ ❞✉ ♣#♦✜❧ ❞❡8 %#❛❝❡8 ❛ ♠♦♥%#= ✉♥
❜♦♥ ❛❝❝♦#❞ ❛✈❡❝ ❧❡8 ♠♦❞;❧❡8 #❡%#♦✉✈=8 ❞❛♥8 ❧❛ ❧✐%%=#❛%✉#❡ ♠❛✐8 ♥=❝❡88✐%❡ ❡♥ #❡✈❛♥❝❤❡ ✉♥❡
✶✵✷ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ❞('❡❝'❡✉%* *♦❧✐❞❡* ❞❡ '%❛❝❡* ♥✉❝❧(❛✐%❡*
✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❡①♣+,✐♠❡♥%❛❧❡ ♣❛, ❛♥❛❧②/❡ ❡♥ ✸❉ ❞❡/ %,❛❝❡/ ❞❡/ ♣❛,%✐❝✉❧❡/ ❝❤❛,❣+❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❈❘✲
✸✾✳ ❙✐ ❧❡/ ,+/✉❧%❛%/ ❞❡ ❝❡/ %,❛✈❛✉① /♦♥% ❡♥❝♦✉,❛❣❡❛♥%/✱ ✐❧/ ♥❡ ❝♦♥/%✐%✉❡♥% =✉❡ ❧❛ ♣,❡♠✐>,❡
+%❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜,❛%✐♦♥ ♣♦✉, ✉♥❡ /♣❡❝%,♦/❝♦♣✐❡ ❞❡/ ♣❛,%✐❝✉❧❡/ ❝❤❛,❣+❡/✳ ▲❡/ ♣,♦❝❤❛✐♥❡/ +%❛♣❡/
❞❡ ❝❡ %,❛✈❛✐❧ /❡,❛✐❡♥% ❞❡ ,+♣+%❡, ❝❡/ ❡①♣+,✐♠❡♥%❛%✐♦♥/ /✉, ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✬+♥❡,❣✐❡ ❞❡ ♣❛,%✐❝✉❧❡/
❝❤❛,❣+❡/ ♣❧✉/ ✐♠♣♦,%❛♥%❡ ❞✬❛❜♦,❞ B ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦,♠❛❧❡✱ ♣♦✉, /✬❛//✉,❡, ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧✐❞✐%+
❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ♣,+❞✐❝%✐♦♥✱ ♣✉✐/ ♣♦✉, ❞✐✛+,❡♥%/ ❛♥❣❧❡/ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡/ ♣♦✉, ♣,❡♥❞,❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡
❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ❝♦♥✜❣✉,❛%✐♦♥/ ❞✬✐♥%❡,❛❝%✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❡/ ♣❛,%✐❝✉❧❡/ ❝❤❛,❣+❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❈❘✲✸✾✱
❡% ❛✐♥/✐ ❣+♥+,❡, ✉♥❡ ❜❛/❡ ❞❡ ❞♦♥♥+❡/ ❝♦✉✈,❛♥% ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ /❝+♥❛,✐♦/ ♣♦//✐❜❧❡/ ♣♦✉, ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉,❡ +✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬+♥❡,❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛,%✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥%❡ B ♣❛,%✐, ❞❡/ ❞✐❛♠>%,❡/ ❞❡ %,❛❝❡/✳
✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ , ❧❛ ❞.)❡❝)✐♦♥ ❞❡0 ♥❡✉)2♦♥0
▲♦,/ ❞❡/ %,❛✐%❡♠❡♥%/ ❡♥ ,❛❞✐♦%❤+,❛♣✐❡ ♣❛, ❘❳ ❞❡ ❤❛✉%❡ +♥❡,❣✐❡✱ ❧❡/ /♣❡❝%,❡/ ❞❡ ♥❡✉%,♦♥/
/❡❝♦♥❞❛✐,❡/ ❡♥,❡❣✐/%,+/ ❞❛♥/ ❧❡/ /❛❧❧❡/ ❞❡ %,❛✐%❡♠❡♥% ♦♥% ✉♥❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡ ,❛♣✐❞❡ ✭✶ ▼❡❱
❞✬+♥❡,❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❡% %❤❡,♠✐=✉❡✳ ▲❡ /✐❣♥❛❧ ❞❡/ ♥❡✉%,♦♥/ %❤❡,♠✐=✉❡/ ❡/% ❡♥,❡❣✐/%,+ ♣❛, ❧❡ ❞+✲
%❡❝%❡✉, ✈✐❛ ❧❡/ ♣❛,%✐❝✉❧❡/ α ❞❡ ✶✱✹✼ ▼❡❱ ♠✐/❡/ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ♣❛, ❧✬✐♥%❡,❛❝%✐♦♥ ❞❡/ ♥❡✉%,♦♥/
%❤❡,♠✐=✉❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❇♦,❡ ❝♦♥%❡♥✉ ❞❛♥/ ❧❡ ❝♦♥✈❡,%✐//❡✉,✳ ▲❡/ ♥❡✉%,♦♥/ ,❛♣✐❞❡/✱ ❡♥ ✐♥%❡,❛❣✐//❛♥%
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥✈❡,%✐//❡✉, ❤②❞,♦❣+♥+✱ ✈♦♥% ♠❡%%,❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❞❡/ ♣,♦%♦♥/ ❞❡ ,❡❝✉❧ =✉✐ ✈♦♥%
♣❡,❞,❡ ❧❡✉, +♥❡,❣✐❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❈❘✲✸✾✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡/ ,+/✉❧%❛%/ ❡♥❝♦✉,❛❣❡❛♥%/ ❞❡ ❧❛ /♣❡❝%,♦/❝♦♣✐❡ ❞❡/
♣,♦%♦♥/ ❡% ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜,❛%✐♦♥ ❞✐❛♠>%,❡✲+♥❡,❣✐❡✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ +%✉❞✐+ ❧❛ ❢❛✐/❛❜✐❧✐%+ ❞❡/ ❞✐✛+,❡♥%❡/
+%❛♣❡/ /✉♣♣❧+♠❡♥%❛✐,❡/ =✉✐ ♣❡,♠❡%%,❛✐❡♥% ❞❡ ,❡♠♦♥%❡, B ✉♥❡ ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥✱ ♠P♠❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛✲
%✐✈❡ /✉, ❧✬+♥❡,❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡/ ♥❡✉%,♦♥/ ,❛♣✐❞❡/ ❣+♥+,+/ ❡♥ /❛❧❧❡ ❞❡ %,❛✐%❡♠❡♥% B ♣❛,%✐, ❞❡/
%,❛❝❡/ ❞❡/ ♣,♦%♦♥/ ❞❡ ,❡❝✉❧ ,❡❝✉❡✐❧❧✐❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❈❘✲✸✾✳
✸✳✺✳✶ ❘❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧✬.♥❡,❣✐❡ ❞✉ ♣,♦(♦♥ ❞❡ ,❡❝✉❧ ❡( ♥❡✉(,♦♥
❆ ♣❛,%✐, ❞❡ ❧✬+♥❡,❣✐❡ Ep ❡% ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❞✉ ♣,♦%♦♥ ❞❡ ,❡❝✉❧ ♣❛, ,❛♣♣♦,% B ❧❛ ❞✐,❡❝%✐♦♥ ❞✉
♥❡✉%,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥%✱ ❧✬+♥❡,❣✐❡ ❞✉ ♥❡✉%,♦♥ En ❡/% ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛, ❧❛ ,❡❧❛%✐♦♥ ✿
En =
Ep
cos2 θ
✭✸✳✷✹✮
▲❛ ❋✐❣✉,❡ ✸✳✷✷ ❬✷✷✹❪ ♠♦♥%,❡ ❞✐✛+,❡♥%❡/ ❝♦♥✜❣✉,❛%✐♦♥/ ❞✬✐♥%❡,❛❝%✐♦♥ ❞❡/ ♣,♦%♦♥/ ❞❡ ,❡❝✉❧
❞❛♥/ ❧❡ ❈❘✲✸✾✳ ▲❡/ ♣,♦%♦♥/ ❣+♥+,+/ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡%✐% ❛♥❣❧❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,% B ❧❛ %,❛❥❡❝%♦✐,❡ ❞✉
♥❡✉%,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥%✱ ❛✉,♦♥% ✉♥❡ +♥❡,❣✐❡ ♣❧✉/ ✐♠♣♦,%❛♥%❡ ❡% ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛,❝♦✉,/ ✭,❡♣,+/❡♥%+ ♣❛,
✉♥❡ ✢>❝❤❡✮♣❧✉/ ✐♠♣♦,%❛♥% ❞❛♥/ ❧❡ ❞+%❡❝%❡✉,✱ ❡% ✐♥✈❡,/❡♠❡♥%✳ ❆✐♥/✐✱ ❧❡ ♣,♦%♦♥ ♣1 ❣+♥+,+ ♣❛,
✉♥❡ ❝♦❧❧✐/✐♦♥ ❢,♦♥%❛❧❡ ❛✉,❛ ✉♥❡ +♥❡,❣✐❡ +❣❛❧❡ B ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♥❡✉%,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥% ❛✈❛♥% ❝♦❧❧✐/✐♦♥✱ ❛❧♦,/
=✉✬✉♥ ♣,♦%♦♥ ♣i ♥✬❡♠♣♦,%❡,❛ =✉✬✉♥❡ ❢,❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ +♥❡,❣✐❡ ❞❡ ♥❡✉%,♦♥✳ ❈❡/ ❞✐✛+,❡♥❝❡/
❛✉,♦♥% ✉♥ ✐♠♣❛❝% /✉, ❧❛ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡/ %,❛❝❡/ ❡♥,❡❣✐/%,+❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❞+%❡❝%❡✉,✳
✸✳✺✳✷ ❉.♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐,❡
▲❡/ ♥❡✉%,♦♥/ ,❛♣✐❞❡/ ❣+♥+,+/ ❡♥ /❛❧❧❡ ❞❡ %,❛✐%❡♠❡♥% ❛②❛♥% ✉♥❡ +♥❡,❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉%♦✉,
❞❡ ✶ ▼❡❱✱ ❧❛ ❝❛❧✐❜,❛%✐♦♥ ❞✐❛♠>%,❡✲+♥❡,❣✐❡ ,+❛❧✐/+❡ /❡❝%✐♦♥ ✸✳✹ /❡,❛ ✉%✐❧✐/+❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡%%❡
❝❛❧✐❜,❛%✐♦♥ ♥❡ ♣,❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ =✉❡ ❧❡/ ❝❛/ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❞❡/ ♣,♦%♦♥/ /✉, ❧❡ ❞+%❡❝%❡✉,✱
✉♥❡ +%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡/ %,❛❝❡/ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ♣,♦%♦♥ /✉, ❧❡ ❞+%❡❝%❡✉,
B +%+ ,+❛❧✐/+❡ ♣❛, /✐♠✉❧❛%✐♦♥ ▼♦♥%❡ ❈❛,❧♦ ●❛%❡✴●❡❛♥%✹ ❬✷✷✺❪✳ ▲❛ /✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❛ ♣✉ ♠❡%%,❡
❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞❡' ❞%$❡❝$❡✉"' '♦❧✐❞❡' ❞❡ $"❛❝❡' ♥✉❝❧%❛✐"❡' ✶✵✸
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✷ ✕ ❉✐✛'(❡♥+, ,'♥❛(✐♦, ❞✬✐♥+'(❛❝+✐♦♥ ❞❡, ♣(♦+♦♥, ❞❡ (❡❝✉❧ ❞❛♥, ❧❡ ❈❘✲✸✾✳ ▲❡, ♣(♦+♦♥, ❞❡
(❡❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉,✐♦♥ ♣❧✉, ✐♠♣♦(+❛♥+ ♣❛( (❛♣♣♦(+ = ❧❛ +(❛❥❡❝+♦✐(❡ ✐♥❝✐❞❡♥+❡
❞✉ ♥❡✉+(♦♥ ♦♥+ ✉♥❡ '♥❡(❣✐❡ ♣❧✉, ❢❛✐❜❧❡ ❡+ ❞♦♥❝ ❞❡, ♣❛(❝♦✉(, ♣❧✉, ❝♦✉(+, ❞❛♥, ❧❡
❞'+❡❝+❡✉( ❬✷✷✹❪
❡♥ "✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞"♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥*+❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ♣+♦*♦♥ ❡* ❧✬❡❧❧✐♣*✐❝✐*" ❞❡ ❧❛ *+❛❝❡✳
▲✬❛♥❛❧②3❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦3❛♥*❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡3 ❝❛+*❡3 ❞❡ ❞✐3*+✐❜✉*✐♦♥ 3♣❛*✐❛❧❡ ❡♥ "♥❡+❣✐❡ ❞❡3 "❧❡❝*+♦♥3
♠✐3 ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ♣❛+ ❧❡3 ♣+♦*♦♥3 ❞❛♥3 ❧❡ ❈❘✲✸✾ ✭❋✐❣✉+❡ ✸✳✷✸✮ ❛ ♣❡+♠✐3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❡3 +❛*✐♦
❞❡ ❣+❛♥❞ ❡* ♣❡*✐* ❛①❡ ❞❡3 ❡❧❧✐♣3❡3 ❣"♥"+"❡3✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✸ ✕ ❉✐,+(✐❜✉+✐♦♥ ,♣❛+✐❛❧❡ ❡♥ '♥❡(❣✐❡ ❞❡, '❧❡❝+(♦♥, ♠✐, ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ♣❛( ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❞❡
♣(♦+♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✵✝ ✭❞(♦✐+❡✮ ❡+ ✸✵✝ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ♦❜+❡♥✉❡ ♣❛( ,✐♠✉❧❛+✐♦♥ ▼♦♥+❡
❈❛(❧♦ ✭●❛+❡✴●❡❛♥+✹✮
▲❛ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✷✹✱ B✉✐ +❡♣+"3❡♥*❡ ❧❡ +❛*✐♦ ❞❡3 ❣+❛♥❞3 ❡* ♣❡*✐*3 ❛①❡3 ❞❡3 ❡❧❧✐♣3❡3 ♦❜*❡♥✉❡3 ♣♦✉+
❞❡ ❛♥❣❧❡3 ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥*+❡ ✵✝❡* ✽✵✝✱ ♣♦✉++❛✐* ♣❡+♠❡**+❡ ❞❡ +❡♠♦♥*❡+ F ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉
♣+♦*♦♥ F ♣❛+*✐+ ❞❡ ❧❛ ❣"♦♠"*+✐❡ ❞❡ ❧❛ *+❛❝❡ +❡❝♦♥3*+✉✐*❡✳ ▲❡ ♠♦❞G❧❡ ▼❈ ✉*✐❧✐3" ♣+❡♥❞ ❝❡♣❡♥❞❛♥*
3❡✉❧❡♠❡♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❛ ❞✐3*+✐❜✉*✐♦♥ 3♣❛*✐❛❧❡ ❞✉ ❞"♣I* ❞✬"♥❡+❣✐❡ ✭"❧❡❝*+♦♥3 3❡❝♦♥❞❛✐+❡3✮✳ ▲❡3
❡✛❡*3 ❞✉ *+❛✐*❡♠❡♥* ❝❤✐♠✐B✉❡✱ ♥♦♥ ♠♦❞"❧✐3"3✱ ♣♦✉++❛✐❡♥* ♠♦❞✐✜❡+ ❞❡ ♠❛♥✐G+❡ ♥♦♥✲♥"❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❧❛ ❝♦✉+❜❡ ♦❜*❡♥✉❡ ❞❛♥3 ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✷✹✳
✸✳✺✳✸ ➱$✉❞❡ ❡①♣*+✐♠❡♥$❛❧❡
❆✜♥ ❞❡ *❡3*❡+ ❧❛ ❝❛❧✐❜+❛*✐♦♥ ❡①♣"+✐♠❡♥*❛❧❡ ❞✐❛♠G*+❡✲"♥❡+❣✐❡ ❞❡3 *+❛❝❡3 ❛✐♥3✐ B✉❡ ❧❛ +❡❧❛*✐♦♥
▼❈ ❡❧❧✐♣*✐❝✐*"✲❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ♣+♦*♦♥ 3✉+ ✉♥ ❝❛3 +"❡❧ ❞❡ ❞"*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉*+♦♥3 +❛♣✐❞❡3✱
❞❡3 ❞"*❡❝*❡✉+3 ✐++❛❞✐"3 ❛✉♣+G3 ❞❡ ❧❛ 3♦✉+❝❡ ❞✬
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❆♠❇❡ F ✉♥❡ ❞✐3*❛♥❝❡ ❞❡ ✺✵ ❝♠ ❡* ✉♥❡ ❞♦3❡
✶✵✹ ❈❛%❛❝'(%✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ❞('❡❝'❡✉%* *♦❧✐❞❡* ❞❡ '%❛❝❡* ♥✉❝❧(❛✐%❡*
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✹ ✕ ❆♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ 2❛0✐♦ ❞✉ ❣2❛♥❞ ❛①❡ ❡0 ♣❡0✐0 ❛①❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣6❡ ♦❜0❡♥✉❡
8 ♣❛20✐2 ❞❡ ❧❛ ❞✐602✐❜✉0✐♦♥ 6♣❛0✐❛❧❡ ❡♥ 9♥❡2❣✐❡ ❞❡6 9❧❡❝02♦♥6 ♠✐6 ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥0 ♣❛2 ✉♥
❢❛✐6❝❡❛✉ ❞❡ ♣2♦0♦♥ ♣❛2 6✐♠✉❧❛0✐♦♥ ▼♦♥0❡ ❈❛2❧♦ ✭●❛0❡✴●❡❛♥0✹✮
❡♥"#❡ ✶ ♠❙✈ ❡" ✷✷ ♠❙✈ ♦♥" *"* ❛♥❛❧②.* ❛♣#0. ✷❤✸✵ ❞❡ "#❛✐"❡♠❡♥" ❝❤✐♠✐7✉❡✳ ▲❡. ❣#❛♥❞. ❡"
♣❡"✐". ❛①❡. ❞❡. "#❛❝❡. ♦♥" *"* ♦❜"❡♥✉. ✈✐❛ ■♠❛❣❡❏ ✭.❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳✷✮✳
▲✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. #❛"✐♦ ❞❡. ❛①❡. ❞❡. "#❛❝❡. ❛ ♠♦♥"#* ✉♥❡ ❞✐."#✐❜✉"✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ "#0. ❝❡♥"#*❡
❛✉"♦✉# ❞❡ ✵✝✳ ❈❡""❡ ❞✐."#✐❜✉"✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ♥❡ #❡✢0"❡ ♣❛. ❧✬✐♥"❡#❛❝"✐♦♥ ❞❡. ♥❡✉"#♦♥. #❛♣✐❞❡.
♣♦❧②*♥❡#❣*"✐7✉❡. ❞❛♥. ❧❡ .②."0♠❡ ❞❡ ❞*"❡❝"✐♦♥ ♣✉✐.7✉❡ ❞❡. ♣#♦"♦♥. ❛✈❡❝ ❞✐✛*#❡♥". ❛♥❣❧❡. ❞❡
❞✐✛✉.✐♦♥.✱ ❡" ❞♦♥❝ ❞✐✛*#❡♥"❡. ❡❧❧✐♣"✐❝✐"* ❞❡ "#❛❝❡.✱ ❞❡✈#❛✐❡♥" H"#❡ ❞*"❡❝"*.✳ ▲✬*♥❡#❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡
♦❜"❡♥✉❡ ♣❛# ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. ❞*"❡❝"❡✉#. ✈✐❛ ❧✬✉"✐❧✐.❛"✐♦♥ ❞❡. ❝♦✉#❜❡. ❞❡ ❝❛❧✐❜#❛"✐♦♥. ❞✐❛♠0"#❡✲
*♥❡#❣✐❡ ❡" ❡❧❧✐♣"✐❝✐"*✲❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ .❡#❛ ❞♦♥❝ ❜✐❛✐.*❡ ♣❛# ❧❛ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡. "#❛❝❡. ♦❜"❡✲
♥✉❡. .✉# ❧❡ ❞*"❡❝"❡✉# ❛♣#0. ❞*✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" ❝❤✐♠✐7✉❡✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✺ ✕ ❚2❛❝❡6 ♦❜0❡♥✉❡6 ❛♣2D6 ❛00❛E✉❡ ❝❤✐♠✐E✉❡ ❞❡ ✷❤✸✵ ❞✬✉♥ ❞90❡❝0❡✉2 ✐22❛❞✐9 ❛✉♣2D6 ❞❡ ❧❛
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❆♠❇❡ 8 ✉♥❡ ❞♦6❡ ❞❡ ✷✷ ♠❙✈
❈❡""❡ .✐"✉❛"✐♦♥ ♥♦✉. ❛ ✐♥❝✐"* J ❝❤❡#❝❤❡# ❧❡. ♦#✐❣✐♥❡. *✈❡♥"✉❡❧❧❡. ❞❡ ❧✬♦❜"❡♥"✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 7✉❛.✐
❝✐#❝✉❧❛#✐"* ❞❡ ❧✬✐♥"*❣#❛❧✐"* ❞❡. "#❛❝❡. ❝♦♥"❡♥✉❡. ❞❛♥. ❧❡ ❞*"❡❝"❡✉# ✭❋✐❣✉#❡ ✸✳✷✺✮ ❝♦♥❞✉✐.❛♥" J
✉♥ ❜✐❛✐. .✉# ❧❛ ❞✐."#✐❜✉"✐♦♥ *♥❡#❣*"✐7✉❡ ❞❡. ♣#♦"♦♥. ✭❡" ❞♦♥❝ ❞❡. ♥❡✉"#♦♥.✮ ✐♥"❡#❛❣✐..❛♥" ❛✈❡❝
❧❡ ❞*"❡❝"❡✉#✳ M❧✉.✐❡✉#. ❢❛❝"❡✉#. ♦♥" *"* #❡❧❡✈*. ✿
✖ ▲❛ ❝♦♠♣♦.✐"✐♦♥ ❞✉ ❞*"❡❝"❡✉# ✿
❈❡. ❞*"❡❝"❡✉#. *"❛♥" ❞❡."✐♥*. J ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞♦.✐♠*"#✐7✉❡ ✭❡..❡♥"✐❡❧❧❡♠❡♥" ❝♦♠♣✲
"❛❣❡ ❞❡ "#❛❝❡.✮✱ ✐❧. .♦♥" .②."*♠❛"✐7✉❡♠❡♥" ❛✈❛♥" ❧❡✉# ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧✐.❛"✐♦♥ "#❡♠♣*. ❞❛♥.
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ǫ =
∫ l
0
exp−ΣxΣdx = 1− exp−Σl ✭✹✳✸✮
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l = − ln(1− ǫ)
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k−l
∑
i=l
Σi < ǫ
n
∑
i=l
Σi ≤
k
∑
i=l
Σi ✭✹✳✺✮
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x̄ =
1
N
N
∑
i=1
xi ✭✹✳✻✮
❆ ♣❛'(✐' ❞❡ ❧❛ ❞✐.('✐❜✉(✐♦♥ ❞❡ xi✱ ❧❛ ✈❛'✐❛♥❝❡ ❛..♦❝✐,❡ ❡.( ❞,✜♥✐❡ ♣❛' ✿
s2x =
1
N − 1
N
∑
i=1
(xi − x̄)2 ✭✹✳✼✮
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s2x̄ =
s2x
N
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✢✉①✳✳✳✮✳ ▲❡2 ✜❝❤✐❡32 ❞✬❡♥'37❡ 2♦♥' ❞❡2 ✜❝❤✐❡32 '❡①'❡2 6✉✐ ❞7❝3✐✈❡♥' ❧❛ ❣7♦♠7'3✐❡ ❞❡ ❧❛
2✐♠✉❧❛'✐♦♥✱ ❧❛ 2♦✉3❝❡ ❞❡ ♣❛3'✐❝✉❧❡ ❡' ❧❡2 ❞✐✛73❡♥'2 '❛❧❧②2✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❞✐2♣♦2❡ ❞✬♦✉'✐❧2 2'❛✲
'✐2'✐6✉❡2 ♣♦✉3 '❡2'❡3 ❧❛ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ♠❛'❤7♠❛'✐6✉❡ ❞✉ 372✉❧'❛' ♦❜'❡♥✉ ❛✐♥2✐ 6✉❡ ❞❡2
'❡❝❤♥✐6✉❡2 ❞❡ 37❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ✈❛3✐❛♥❝❡ ✐♥'7❣37❡2✳
✖ ●❊❆◆❚✹✭●❊♦♠❡'3② ❆◆❞ ❚3❛❝❦✐♥❣ ❬✷✷✾❪ ✿
❞7✈❡❧♦♣♣7 ♣❛3 ❧❡ ❈❊❘◆✱ ✐❧ ❡2' ✉'✐❧✐27 ❞❛♥2 ♣❧✉2✐❡✉32 ❞♦♠❛✐♥❡2 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛
♣❤②2✐6✉❡ ❞❡2 ❤❛✉'❡2 7♥❡3❣✐❡2✱ ❧❛ ♣❤②2✐6✉❡ ♥✉❝❧7❛✐3❡✱ ❧❛ ♣❤②2✐6✉❡ ❞❡2 ❛❝❝7❧73❛'❡✉32 ❡'
❧✬❛2'3♦❤②2✐6✉❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❧✐❜3❡ ♣❡3♠❡' ✉♥❡ ✉'✐❧✐2❛'✐♦♥ ❡' ✉♥ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' 2✐♠♣❧✐✜7 ♣❛3
2❛ '3=2 ❣3❛♥❞❡ ♠♦❞✉❧❛3✐'7✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐'7 ✉♥✐6✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ●❊❆◆❚✹ ♣❡3♠❡' > ❧✬✉'✐❧✐2❛'❡✉3
❞❡ 27❧❡❝'✐♦♥♥❡3 ❧❡2 ♠♦❞=❧❡2 ♣❤②2✐6✉❡2 ❧❡2 ♣❧✉2 ❛❞❛♣'72 > ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ 3❡❝❤❡3❝❤7❡✱ ❡' ❞❡
❞7✜♥✐3 ❧✉✐ ♠B♠❡ ❧❡2 ✐♥❢♦3♠❛'✐♦♥2 6✉✬✐❧ 2♦✉❤❛✐'❡ ❡♥3❡❣✐2'3❡3✳ ▲❡2 ♠♦❞=❧❡2 ❞✬✐♥'❡3❛❝'✐♦♥
✐♠♣❧7♠❡♥'72 2✬7'❡♥❞❡♥' 2✉3 ✉♥❡ ❧❛3❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬7♥❡3❣✐❡ ❛❧❧❛♥' ❞❡2 ♥❡✉'3♦♥2 '❤❡3♠✐6✉❡2
❛✉① ✐♥'❡3❛❝'✐♦♥2 ❞❡ '3=2 ❤❛✉'❡2 7♥❡3❣✐❡2✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛ ❞7❥> 7'7 ✉'✐❧✐27 ♣♦✉3 ❞❡2 ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2
❞❡ 3❛❞✐♦♣3♦'❡❝'✐♦♥ ♣♦✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡2 ❞♦2❡2 2❡❝♦♥❞❛✐3❡2 ❛✉ ♣❛'✐❡♥' ❬✷✸✵✱ ✷✸✶❪✳ H♦✉3
37♣♦♥❞3❡ ❛✉① ❜❡2♦✐♥2 2♣7❝✐✜6✉❡2 ❞❡ ❧❛ ♣❤②2✐6✉❡ ❡' ❞♦2✐♠7'3✐❡ ♠7❞✐❝❛❧❡✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ♣❧✉2
2✐♠♣❧❡ ❞✬✉'✐❧✐2❛'✐♦♥ ❞73✐✈7 ❞❡ ●❊❆◆❚✹✱ ●❆❚❊ ✭●❊❆◆❚✹ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❢♦3 ❚♦♠♦❣3❛♣❤②
❊♠✐22✐♦♥✮✱ ❛ 7'7 ❞7✈❡❧♦♣♣7✳ ❉❛♥2 ❧❡ ❝❛❞3❡ ❞❡ ❝❡''❡ '❤=2❡✱ ❝✬❡2' ❧❡ ❝♦❞❡ ●❆❚❊ 6✉✐ ❛ 7'7
✉'✐❧✐27✳
✹✳✸✳✷ $%✐♥❝✐♣❡ ❡+ ,+%✉❝+✉%❡ ❞❡ ❜❛,❡ ❞✬✉♥❡ ,✐♠✉❧❛+✐♦♥ ●❊❆◆❚✹
▲❡ ❝♦❞❡ ●❊❆◆❚✹✱ ❜❛27 2✉3 ❧❛ ♣3♦❣3❛♠♠❛'✐♦♥ ♦3✐❡♥'7❡ ♦❜❥❡' ✭❈✰✰✮✱ ♣❡3♠❡' ❞✬7'✉❞✐❡3 ♣❧✉✲
2✐❡✉32 ❛2♣❡❝'2 ❞✬✉♥❡ ❡①♣73✐❡♥❝❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡2 '3❛❥❡❝'♦✐3❡2 ❞❡2 ♣❛3'✐❝✉❧❡2 ✭❣7♥737❡2 > ♣❛3'✐3
❞✬✉♥ ♣♦✐♥' 2♦✉3❝❡✮ ❞❛♥2 ❧❛ ♠❛'✐=3❡ 2❡ ❢❛✐' ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡2 ♣3♦❝❡22✉2 ♣❤②2✐6✉❡2 6✉✐ ♠♦❞7✲
❧✐2❡♥' ❧❡2 ✐♥'❡3❛❝'✐♦♥2 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❈❡2 ♣3♦❝❡22✉2 ♣❤②2✐6✉❡2 2♦♥' ❞7❝3✐'2 ♣❛3 ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡
❞❡ ♠♦❞=❧❡2 ❞7'❛✐❧❧❛♥' ❧❡ ❝♦♠♣♦3'❡♠❡♥' ❞❡2 ♣❛3'✐❝✉❧❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ♠❛'✐=3❡ 2✉3 ✉♥❡ ❧❛3❣❡ ❣❛♠♠❡
❞✬7♥❡3❣✐❡ ✭6✉❡❧6✉❡2 ❡❱ > ♣❧✉2✐❡✉32 H❡❱✮✳ ❈❡2 ♠♦❞=❧❡2 2❡ ❜❛2❡♥' 2♦✐' 2✉3 ❞❡2 ❞♦♥♥7❡2 '❤7♦✲
3✐6✉❡2✱ ♠❡2✉37❡2 ♦✉ ❞❡2 ♣❛3❛♠7'3✐2❛'✐♦♥2✳ ❈♦♥'3❛✐3❡♠❡♥' > ❞✬❛✉'3❡2 ❝♦❞❡2 ❝♦♠♠❡ ▼❈◆H❳✱
●❊❆◆❚✹ ❡2' ✉♥ ❝♦❞❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❝❛3 ✐❧ ♣❡3♠❡' ❞✬❛❝'✐✈❡3 ♦✉ ❞72❛❝'✐✈❡3 ❞❡2 ♣3♦❝❡22✉2 ❡♥ ❢♦♥❝✲
'✐♦♥ ❞✉ ❜❡2♦✐♥ ❞❡ ❧❛ 2✐♠✉❧❛'✐♦♥✳ ❆✉ '3❛✈❡32 ❞❡2 ❞✐✛73❡♥'❡2 ❝❧❛22❡2 6✉✐ 3❡2'❡♥' ❛❝❝❡22✐❜❧❡2 >
❧✬✉'✐❧✐2❛'❡✉3✱ '♦✉2 ❧❡2 ❛2♣❡❝'2 ❞✉ ♣3♦❝❡22✉2 ❞❡ 2✐♠✉❧❛'✐♦♥ 2♦♥' ✐♥'7❣372 ❞❛♥2 ❧❡ ❝♦❞❡ ✿
✖ ❧❛ ❣7♦♠7'3✐❡ ❞✉ 2②2'=♠❡
✖ ❧❡2 ♠❛'73✐❛✉① ✉'✐❧✐272
✖ ❧❡2 ♣❛3'✐❝✉❧❡2 ✐♠♣❧✐6✉7❡2
✶✶✹ "#♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡, ♥❡✉(#♦♥, ,❡❝♦♥❞❛✐#❡, ❡♥ ,❛❧❧❡ ❞❡ (#❛✐(❡♠❡♥(
✖ ❧❛ ❣$♥$&❛'✐♦♥ ❞❡, $✈.♥❡♠❡♥', ♣&✐♠❛✐&❡,
✖ ❧❡ ,✉✐✈✐ ❞❡, ♣❛&'✐❝✉❧❡, 3 '&❛✈❡&, ❧❡, ♠❛'$&✐❛✉①
✖ ❧❛ &$♣♦♥,❡ ❞❡, ❞$'❡❝'❡✉&, ,❡♥,✐❜❧❡,
✖ ❧❡ ,'♦❝❦❛❣❡ ❞❡, $✈.♥❡♠❡♥',
✖ ❧❛ ✈✐,✉❛❧✐,❛'✐♦♥ ❡' ❛♥❛❧②,❡ ❞❡, ❞♦♥♥$❡, ❞❡ ,✐♠✉❧❛'✐♦♥,
❆✐♥,✐✱ ✉♥❡ ,✐♠✉❧❛'✐♦♥ ●❊❆◆❚✹ ❝♦♠♣♦&'❡ ❛✉ ♠♦✐♥, '&♦✐, ✜❝❤✐❡&, ✭❝❧❛,,❡,✮ C✉✐ ❤$&✐'❡♥' ❞❡
❝❧❛,,❡, ♣&$✲❝♦♥E✉❡, ❞❛♥, ❧❡ ❝♦❞❡ ,♦✉&❝❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✮ ✿
✖ ●✹❱❯,❡&❉❡'❡❝'♦&❈♦♥,'&✉❝'✐♦♥ ✿ ❝❧❛,,❡ ♣♦✉& ❧❛ ❣$♦♠$'&✐❡ ❞✉ ❞$'❡❝'❡✉&✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥'✐❡♥'
$❣❛❧❡♠❡♥', ❧❡, ✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥, ,✉& ❧❡, ♠❛'$&✐❛✉①✳
✖ ●✹❱❯,❡&O&✐♠❛&②●❡♥❡&❛'♦&❆❝'✐♦♥ ✿ ❝❧❛,,❡ ♣♦✉& ❧❛ ,♦✉&❝❡ ❞❡ ♣❛&'✐❝✉❧❡,✳ ▲❡, ✐♥❢♦&♠❛✲
'✐♦♥, ❞❡ ♣♦,✐'✐♦♥✱ ♥❛'✉&❡✱ ❞✬$♥❡&❣✐❡ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞✬$♠✐,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,♦✉&❝❡ ② ,♦♥'
&❛,,❡♠❜❧$❡,✳
✖ ●✹❱❯,❡&O❤②,✐❝,▲✐,' ✿ ❝❧❛,,❡ C✉✐ ❣$♥.&❡ ❧❡, ♣&♦❝❡,,✉, ♣❤②,✐C✉❡, ❡' ❞❛♥, ❧❛C✉❡❧❧❡ ,♦♥'
&❛,,❡♠❜❧$❡, ❧❡, ✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥, ,✉& ❧❛ ♥❛'✉&❡ ❞❡, ♣❛&'✐❝✉❧❡, ✉'✐❧✐,$❡, ❞❛♥, ❧❛ ,✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❡'
❧❡, ❞✐✛$&❡♥'❡, ❝♦✉♣✉&❡, ❛♣♣❧✐C✉$❡,✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❆%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ 3✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❞❛♥3 ●❊❆◆❚✹ ❬✶✷✹❪
✹✳✸✳✸ ▲❛ ♣❧❛'❡❢♦+♠❡ ❞❡ .✐♠✉❧❛'✐♦♥ ●❆❚❊
●❆❚❊ ❡,' ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ C✉✐ ✉'✐❧✐,❡ ❧❡, ♥♦♠❜&❡✉,❡, ❢♦♥❝'✐♦♥♥❛❧✐'$, ❞❡ ●❊❆◆❚✹ ✿ ❡♥,❡♠❜❧❡
❝♦♠♣❧❡' ❞❡ ♠♦❞.❧❡, ♣❤②,✐C✉❡, ✈❛❧✐❞$,✱ ❞❡,❝&✐♣'✐♦♥ ❞❡ ❣$♦♠$'&✐❡, ❝♦♠♣❧❡①❡,✱ ❣$♥$&❛'✐♦♥ ❡'
,✉✐✈✐ ❞❡, ♣❛&'✐❝✉❧❡,✱ ✈✐,✉❛❧✐,❛'✐♦♥ ❞❡, ✈♦❧✉♠❡, ❡' ❞❡, '&❛❥❡❝'♦✐&❡, ❞❡ ♣❛&'✐❝✉❧❡,✳ ❆ ❝❡, ❢♦♥❝✲
'✐♦♥❛❧✐'$, ,✬❛❥♦✉'❡♥' ❞❡, ♠♦❞✉❧❡, ,♣$❝✐✜C✉❡, ❞$❞✐$, ❛✉① ❜❡,♦✐♥, ❞❡, ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥, ❡♥ ♣❤②,✐C✉❡
♠$❞✐❝❛❧❡ ✐♠♣❧$♠❡♥'$, ❞❡♣✉✐, ✷✵✵✹ ❬✷✸✷❪✳ ❆❝'✉❡❧❧❡♠❡♥' ❧❛ ♣❧❛'❡❢♦&♠❡ ❡,' ❢♦&♠$❡ ❞❡ ♣❧✉, ❞❡
✷✵✵ ❝❧❛,,❡, ❈✰✰ ♣❡&♠❡''❛♥' ,♦♥ ✉'✐❧✐,❛'✐♦♥ ♣♦✉& ❞❡, ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥, ❞✬✐♠❛❣❡&✐❡ ✭❙O❊❈❚ ✭❙✐♥❣❧❡
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♥♦♠❜'❡ ❩ /❧❡✈/✳ ❈♦♠♣♦(/❡ ❞❡ ❈✉ ❡& ❲✱ ❡❧❧❡ ❡(& ♠♦❞/❧✐(/❡ (♦✉( ❧❛ ❢♦'♠❡ ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞'❡ ❞❡
✼ ♠♠ ❞❡ '❛②♦♥ ❡& ❡♥✈✐'♦♥ ✽ ♠♠ ❞❡ ❤❛✉&❡✉' ✭❋✐❣✉'❡ ✹✳✷✮✳
 !♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉&!♦♥* *❡❝♦♥❞❛✐!❡* ❡♥ *❛❧❧❡ ❞❡ &!❛✐&❡♠❡♥& ✶✶✾
✹✳✹✳✶✳✸ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛,❡✉. ♣.✐♠❛✐.❡
▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛(❡✉* ♣*✐♠❛✐*❡ ❝♦♥-✐-(❡ ❣/♥/*❛❧❡♠❡♥( ❡♥ ✉♥ ❝0♥❡ ❝*❡✉① ❢❛❜*✐4✉/ ❡♥ ♠/(❛❧ ❧♦✉*❞✳
▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛(❡✉* ♣*✐♠❛✐*❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝ ◆♦✈❛❧✐-❚①
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❡-( ❞/✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝②❧✐♥❞*❡ ❝*❡✉① ❡♥ ❛❧❧✐❛❣❡
❞❡ (✉♥❣-(<♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❛✉(❡✉* ❞❡ ✻✺ ♠♠✳ ▲❡ ❝0♥❡ ❝*❡✉-/ ❡♥ -♦♥ ✐♥(/*✐❡✉* ❛ ❧❛ ♠@♠❡ ❤❛✉(❡✉*
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛-❡ ❞✬✉♥ *❛②♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ✷✶ ♠♠ ❡( ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ✭❋✐❣✉*❡ ✹✳✷✮✳
✹✳✹✳✶✳✹ ▲❡ ❝0♥❡ 2❣❛❧✐4❛,❡✉.
■❧ ♣❡*♠❡( ❞❡ ❝♦♠♣❡♥-❡* ❧❡ ♠❛♥4✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ -✉* ❧❡- ❜♦*❞- ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉ ❛♣*<- 4✉❡ ❝❡
❞❡*♥✐❡* -♦✐( ❣/♥/*/ ♣❛* ❜*❡♠--(*❛❤❧✉♥❣✳ ❙❛ ❣/♦♠/(*✐❡ ❞/♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬/♥❡*❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉✳ ❉❛♥-
♥♦(*❡ ❝❛-✱ ✐❧ ❛ /(/ ♠♦❞/❧✐-/ ❝♦♠♠❡ /(❛♥( ❧❛ -✉♣❡*♣♦-✐(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝0♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ *❛②♦♥ ❞❡ -❛ ❜❛-❡
❞❡ ✶✵✱✸✼ ♠♠ ❡( ❞❡ ❞❡✉① ❝②❧✐♥❞*❡- ❞❡ *❛②♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✶✹✱✹✾ ♠♠✱ ❧❡ (♦✉( /(❛♥( ❝♦♠♣♦-/ ❞❡
❲ ✭❋✐❣✉*❡ ✹✳✷✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❊♥&❡♠❜❧❡ ❝✐❜❧❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✱ ❝♦❧❧✐♠❛3❡✉4 ♣4✐♠❛✐4❡ ❡3 ❝6♥❡ 7❣❛❧✐&❛3❡✉4 ✭❡♥ ❥❛✉♥❡✮
✹✳✹✳✶✳✺ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛,❡✉. 4❡❝♦♥❞❛✐.❡ ✿ ♠8❝❤♦✐.❡4
▲❡- ♠R❝❤♦✐*❡- ❳ ❡( ❨ -♦♥( ❝♦♠♣♦-/❡- ❞❡ ❞❡✉① ♣❛✐*❡- ❞❡ ❜❧♦❝- ♣❧❛❝/❡- U ❞❡✉① ❤❛✉(❡✉*-
❞✐✛/*❡♥(❡- ❞❛♥- ❧❛ (@(❡ ❞✬✐**❛❞✐❛(✐♦♥ ♣♦✉* ♣❡*♠❡((*❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐♠❛(✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉ ❡( ❧❛ ❞/❧✐♠✐✲
(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦(*❡ /(✉❞❡ ♣♦*(❡ -✉* ❧❛ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡- ♣❤♦(♦♥❡✉(*♦♥-
❡( ♥♦♥ ♣❛- -✉* ❧❛ ❝❛*❛❝(/*✐-❛(✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉① ❞❡ ❘❳ ✱ ✉♥❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ❛ /(/ ❢❛✐(❡ ♣♦✉* ❧❛
♠♦❞/❧✐-❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡((❡ ♣❛*(✐❡ ❞❡ ❧❛ (@(❡✳ ❆✐♥-✐ ❧❡- ♠R❝❤♦✐*❡- ♦♥( /(/ ♠♦❞/❧✐-/❡- ❝♦♠♠❡ /(❛♥(
✉♥ (*❛♣<③❡ ❞❡ ❲✱ ❞♦♥( ❧✬♦✉✈❡*(✉*❡ ❛✉ ❝❡♥(*❡ ❡-( ♠♦❞✐✜/❡ ♣♦✉* ♣❡*♠❡((*❡ ❧❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛
(❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❋✐❣✉*❡ ✹✳✸✮✳
✹✳✹✳✶✳✻ ▲❡ ❝♦❧❧✐♠❛,❡✉. ♠✉❧,✐❧❛♠❡4
[♦✉* ❧❡- ♠@♠❡- *❛✐-♦♥- 4✉❡ ♣♦✉* ❧❛ ♠♦❞/❧✐-❛(✐♦♥ ❞❡- ♠R❝❤♦✐*❡-✱ ❧❡ ▼▲❈ ❛ ❛✉--✐ /(/ ❛--✐♠✐❧/
❞❛♥- ❧❛ -✐♠✉❧❛(✐♦♥ U ✉♥ (*❛♣<③❡ ❞❡ ❲✱ U ♦✉✈❡*(✉*❡ ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉* ❢❛✐*❡ ✈❛*✐❡* ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
✭❋✐❣✉*❡ ✹✳✸✮✳
✹✳✹✳✶✳✼ ▲❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡
▲✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- /❧/♠❡♥(- ❞❡ ❧❛ (@(❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝/❧/*❛(❡✉* ♦♥( /(/ ♣❧❛❝/- ❞❛♥- ✉♥❡ ❜♦](❡ ♣❧♦♠❜/❡
❛✜♥ ❞❡ *❡♣*♦❞✉✐*❡ ❞❡ ♠❛♥✐<*❡ -✐♠♣❧✐✜/❡ ❧❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ (@(❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝✳ ✭❋✐❣✉*❡ ✹✳✸✮✳
✶✷✵ #$♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉)$♦♥- -❡❝♦♥❞❛✐$❡- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥)
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❊♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ,❧,♠❡♥-& ♣/✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ -5-❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝,❧,/❛-❡✉/ ♣/✐& ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❞❛♥& ❧❛
♠♦❞,❧✐&❛-✐♦♥✱ &❛♥& ❜❧✐♥❞❛❣❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡- ❛✈❡❝ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ✭❞/♦✐-❡✮
✹✳✹✳✷ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛❧❧❡ ❞❡ +.❛✐+❡♠❡♥+
▲❛ "❛❧❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❛ +&+ ♠♦❞+❧✐"+❡ ❡♥ "✉✐✈❛♥& ❞❡ ♠❛♥✐/'❡ ♣'+❝✐"❡ ❧❡" ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥" "✉'
❧❛ ❝♦♠♣♦"✐&✐♦♥ ❞❡" ♠✉'"✱ "❛ &❛✐❧❧❡✱ ❛✐♥"✐ 4✉❡ "♦♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥&✳ ❈❡" +❧+♠❡♥&"✱ ❡♥ '❛✐"♦♥ ❞❡
❧✬✐♠♣❛❝& 4✉✬✐❧ ♣❡✉✈❡♥& ❛✈♦✐' "✉' ❧❛ ❞✐✛✉"✐♦♥ ❞❡" ♥❡✉&'♦♥"✱ "♦♥& ✐♠♣♦'&❛♥&" : ✐♥&'♦❞✉✐'❡ ❞❛♥"
❧❛ ♠♦❞+❧✐"❛&✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦❞+❧✐"❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❛❧❧❡ ♣'❡♥❞ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ "♦❧✱ ❧❡" ♠✉'" ✭❡& ❧❡✉'
❜❧✐♥❞❛❣❡ ♣❧♦♠❜+✮✱ ❧❛ ❝❤✐❝❛♥❡ : ❧✬❡♥&'+❡ ❞❡ ❧❛ "❛❧❧❡ ❛✐♥"✐ 4✉❡ ❧❛ &❛❜❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❡♥ ❝❛'❜♦♥❡
✭❋✐❣✉'❡ ✹✳✹✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❱✉❡ ❣,♥,/❛❧❡ ❞❡ ❧❛ &❛❧❧❡ ❞❡ -/❛✐-❡♠❡♥- ✭-5-❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝ ✾✵✝
✹✳✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )✐♠✉❧❛+✐♦♥
▲❛ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "✐♠✉❧❛&✐♦♥ ▼❈ ❛ +&+ ❢❛✐&❡ : ♣❛'&✐' ❞❡" ❝♦✉'❜❡" ❞❡ ♠❡"✉'❡" ❞❡ ❧❛ ❞♦"❡
♣❤♦&♦♥ ✿ ❧❡ '❡♥❞❡♠❡♥& ❡♥ ♣'♦❢♦♥❞❡✉' ✭❘D✮ ❡& ❧❡ ♣'♦✜❧ ❧❛&+'❛❧ ❞❡ ❞♦"❡ ✭D▲❉✮✳ ▲❡" ✈❛❧❡✉'" ❞❡
❝❡" ♠❡"✉'❡"✱ 4✉✐ "♦♥& ❢❛✐&❡" ♠❡♥"✉❡❧❧❡♠❡♥& ❧♦'" ❞❡" ❝♦♥&'G❧❡" 4✉❛❧✐&+✱ ♥♦✉" ♦♥& +&+ ❢♦✉'♥✐❡"
♣❛' ❧❡" ♣❤②"✐❝✐❡♥" ❞✉ ❈❡♥&'❡ D❛✉❧ ❙&'❛✉""✳ ▲❡ '❡♥❞❡♠❡♥& ❞❡ ❞♦"❡ ❡♥ ♣'♦❢♦♥❞❡✉' ❡& ❧❡ ♣'♦✜❧
❧❛&+'❛❧ ❞❡ ❞♦"❡ ♦♥& +&+ ♠❡"✉'+" ❞❛♥" ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❞✬❡❛✉ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜'❡ ❞✬✐♦♥✐"❛&✐♦♥
D❚❲ ❙❡♠✐✢❡① ✸✶✵✶✵ ✭D❚❲✱ ❋'❡✐❜✉'❣✱ ●❡'♠❛♥②✮✳ ❈❡ ❞+&❡❝&❡✉' ❝♦♥&✐❡♥& ✉♥❡ ❝❛✈✐&+ ❝②❧✐♥✲
❞'✐4✉❡ ❞♦♥& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛❝&✐❢ ❡"& ❞❡ ✵✱✶✷✺ ❝♠
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❡& ❡"& ✉&✐❧✐"+❡ ♣♦✉' ❧❡" ❝❤❛♠♣" "✉♣+'✐❡✉'" :
✺×✺ ❝♠2✳ ▲❛ ❝✉✈❡ ❡"& ❝♦♥"&✐&✉+❡ ❞✬✉♥ "✉♣♣♦'& "✉' ❧❡4✉❡❧ ❡"& ✜①+ ❧❛ ❝❤❛♠❜'❡ ❞✬✐♦♥✐"❛&✐♦♥
4✉✐ ❡"& ❝♦♥&'G❧+❡ ♣❛' ❞❡✉① ♠♦&❡✉'" ♣❡'♠❡&&❛♥& "♦♥ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥& ❞❛♥" ❧✬❛①❡ ✈❡'&✐❝❛❧ ♣♦✉' ❧❛
♠❡"✉'❡ ❞✉ '❡♥❞❡♠❡♥& ❡♥ ♣'♦❢♦♥❞❡✉' ❡& ❞❛♥" ❧✬❛①❡ ❤♦'✐③♦♥&❛❧ ♣♦✉' ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❞❡" ♣'♦✜❧" ❞❡
❞♦"❡ ❛❜"♦'❜+❡ ✭❋✐❣✉'❡ ✹✳✺✮✳
▲❡" ♠❡"✉'❡" ♦♥& +&+ '+❛❧✐"+❡" ❡♥ ❉❙D ✶✵✵ ✭❞✐"&❛♥❝❡ "♦✉'❝❡✲"✉'❢❛❝❡ ❞✉ ❢❛♥&G♠❡ ❞❡ ✶✵✵ ❝♠✮
❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✶✵×✶✵ ❝♠2✳
 !♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉&!♦♥* *❡❝♦♥❞❛✐!❡* ❡♥ *❛❧❧❡ ❞❡ &!❛✐&❡♠❡♥& ✶✷✶
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'3'❡
G✉❡❧❧❡ G✉❡ <♦✐3 ❧✬:♥❡4❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐<❝❡❛✉ 4❡<3❡ ❞♦♥❝ ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥3 ❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛3❡✉4 ♣4✐♠❛✐4❡ ❡3
<❡❝♦♥❞❛✐4❡✳
◆❡✉#$♦♥' ❞✐✛✉'+'
❈❡33❡ ❝♦♠♣♦<❛♥3❡ ✐♥❝❧✉3 ❧❡< ♥❡✉34♦♥< 4❛♣✐❞❡< ❛②❛♥3 ❞✐✛✉<: ❞❛♥< ❧❡< <34✉❝3✉4❡< ❞❡ ❧❛ 3M3❡✳
▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ 4❡♣♦43❡ ❧❛ ♣4♦♣♦43✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉4 ♣4♦❞✉❝3✐♦♥ ❞❛♥< ❧❡< ❞✐✛:4❡♥3< :❧:♠❡♥3< ❞✉ ❧✐♥❛❝
♣♦✉4 ✉♥❡ G✉❛❧✐3: ❞❡ ❢❛✐<❝❡❛✉ ❞❡ ✶✺ ▼❱✳
❈♦♠♣♦*3 ■*♦❝❡♥&!❡ ✾✵✝❞❡ ❧❛ &;&❡
❈✐❜❧❡ ✭❲✱❈✉✮ ✵✱✷✪ ✵✱✸✪
❈♦❧❧✐♠❛3❡✉4 ♣4✐♠❛✐4❡ ✭❲✮ ✷✺✱✹✪ ✸✺✱✸✪
❈8♥❡ :❣❛❧✐<❛3❡✉4 ✭❲✮ ✵✱✷✪ ✵✪
▼?❝❤♦✐4❡< ✭❲✮ ✻✽✱✶✪ ✺✸✱✻✪
❇❧✐♥❞❛❣❡ ✭D❜✮ ✺✱✺✪ ✶✵✱✶✪
❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡. /❧/♠❡♥'. ❞❡ ❧❛ '3'❡ 4 ❧❛ ♣(♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡. ♥❡✉'(♦♥. (❛♣✐❞❡. ❞✐✛✉./. 4
❧✬✐.♦❝❡♥'(❡ ❡' 4 ✾✵✝❞❡ ❧❛ '3'❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝/❧/(❛'❡✉( ♣♦✉( ✉♥❡ ?✉❛❧✐'/ ❞❡ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❞❡ ✶✺ ▼❱
❈♦♥34❛✐4❡♠❡♥3 Q ❧❛ ❝♦♠♣♦<❛♥3❡ ❞✐4❡❝3❡✱ ❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛3❡✉4 <❡❝♦♥❞❛✐4❡ ❡<3 ❧✬:❧:♠❡♥3 G✉✐ ❝♦♥34✐✲
❜✉❡ ❧❡ ♣❧✉< Q ❧❛ ❞✐✛✉<✐♦♥ ❞❡< ♥❡✉34♦♥<✳ ■❧ ❡<3 ❡♥<✉✐3❡ <✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦❧❧✐♠❛3❡✉4 ♣4✐♠❛✐4❡ ❡3 ❞✉
❜❧✐♥❞❛❣❡✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❡3 ❧❡ ❝8♥❡ :❣❛❧✐<❛3❡✉4 ♠♦♥34❡♥3 ✉♥❡ ❝♦♥34✐❜✉3✐♦♥ G✉❛<✐ ♥✉❧❧❡ Q ❧❛ ♣4♦❞✉❝✲
3✐♦♥ ❞✉ ❞✐✛✉<:✳ ▲❛ ❝♦♥34✐❜✉3✐♦♥ ❞✉ ▼▲❈✱ ❝♦♠♣❧U3❡♠❡♥3 ♦✉✈❡43✱ ♥✬❡<3 ♣❛< :✈❛❧✉:❡ ❞❛♥< ❝❡
❝❛<✳
✹✳✺✳✶✳✸ ◗✉❛❧✐#+ ❞✉ ❢❛✐'❝❡❛✉
▲❡< <♣❡❝34❡< ❞✬:♠✐<<✐♦♥ ❞❡< ♣❤♦3♦♥❡✉34♦♥< Q ❧✬✐<♦❝❡♥34❡ ♣♦✉4 ❞✐✛:4❡♥3❡< G✉❛❧✐3:< ❞❡ ❢❛✐<✲
❝❡❛✉ <♦♥3 4❡♣4:<❡♥3:< <✉4 ❧❛ ❋✐❣✉4❡ ✹✳✽✳ ■❧< ❛♣♣❛4❛✐<<❡♥3 G✉❛❧✐3❛3✐✈❡♠❡♥3 <✐♠✐❧❛✐4❡< ❛✈❡❝ ✉♥❡
✶✷✹ #$♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉)$♦♥- -❡❝♦♥❞❛✐$❡- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥)
❝♦♠♣♦$❛♥'❡ '❤❡*♠✐,✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣✐❝ /♥❡*❣/'✐,✉❡ ❡♥'*❡ ✶✵
−7
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▼❡❱ ❡' ✉♥❡ ♣*/❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❞❡ ♥❡✉'*♦♥ *❛♣✐❞❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ /♥❡*❣✐❡ ♣✐,✉/❡ ❡♥'*❡ ✶✵
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❡' ✶ ▼❡❱✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ -✉❛❧✐/0 ❞✉ ❢❛✐2❝❡❛✉ 2✉3 ❧❡ 2♣❡❝/3❡ ❡♥ 0♥❡3❣✐❡ ❞❡2 ♣❤♦/♦♥❡✉/3♦♥2 ♣3♦❞✉✐/2
8 ❧✬✐2♦❝❡♥/3❡ ✿ 3❡♣302❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ 2♣❡❝/3❡ ❛❜2♦❧✉ ❞❡2 ♥❡✉/3♦♥2 ♣3♦❞✉✐/2 ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝/❡✉3
✺ ❡/ ✺✵ 3❡2♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ♣♦✉3 ❧❡2 ♣3♦❞✉❝/✐♦♥2 8 ✶✺ ▼❱ ❡/ ✶✵ ▼❱ ♣♦✉3 ❡♥ ❛♠0❧✐♦3❡3
❧❛ ✈✐2✉❛❧✐2❛/✐♦♥ ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ♥♦3♠❛❧✐2❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛-✉❡ 2♣❡❝/3❡ ♣❛3 3❛♣♣♦3/ 8 2♦♥ ✐♥/0❣3❛❧❡
✭❞3♦✐/❡✮
▲❡$ /♥❡*❣✐❡$ ♠♦②❡♥♥❡$ ♣♦✉* ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡$ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦$❛♥'❡$ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡*❣✐❡ ❘❳
$♦♥' *❡♣*/$❡♥'/❡$ $✉* ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳
❖♥ ♦❜$❡*✈❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡*❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ *❛♣✐❞❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝'❡✉*
✶✱✽ ❧♦*$,✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛$$❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❞❡ ✶✵ ▼❱ E ✷✺ ▼❱✳ ❊♥'*❡ ✶✺ ▼❱ ❡' ✷✺ ▼❱ ❝❡''❡
❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ♥✬❡$' ,✉❡ ❞✬❡♥✈✐*♦♥ ✶✵✪✳ ▲❡$ /♥❡*❣✐❡$ ♠♦②❡♥♥❡$ ♦❜'❡♥✉❡$ $♦♥' ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦*❞
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡$ *❡'*♦✉✈/❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐''/*❛'✉*❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❡$' ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐' ,✉❡ ♣❧✉$ ❧✬/♥❡*❣✐❡
❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥'❡✱ ♣❧✉$ ❧✬/♥❡*❣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡$ ♣❤♦'♦♥❡✉'*♦♥$ ✈❛ ❛✉❣♠❡♥'❡*✱ ❝❡ ,✉✐ ✈❛
❞/❝❛❧❡* ❧✬/♥❡*❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ $♣❡❝'*❡ ✈❡*$ ❞❡$ ✈❛❧❡✉*$ ♣❧✉$ ✐♠♣♦*'❛♥'❡$✳
◗✉❛❧✐)2 ❞✉ ❢❛✐-❝❡❛✉
❬▼❱❪
❘❛♣✐❞❡- ❚❤❡$♠✐<✉❡-
❚♦'❛❧
♥❡✉'*♦♥$
Ē ❬▼❡❱❪ σ ❬▼❡❱❪
❚♦'❛❧
♥❡✉'*♦♥$
Ē ❬▼❡❱❪ σ ❬▼❡❱❪
✶✵ ✷✻✺ ✵✱✷✷ ✵✱✵✶ ✺✶ 1,21× 10−7 2,82× 10−8
✶✺ ✶✶✶✻✻ ✵✱✸✺ ✵✱✵✵✸ ✷✺✷✽ 9,14× 10−8 2,96× 10−9
✷✺ ✾✾✶✷✻ ✵✱✹✶ ✵✱✵✵✷ ✷✷✵✸✵ 9,17× 10−8 9,97× 10−10
❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❙②♥/❤H2❡ ❞❡ ❧✬0♥❡3❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡/ ❞✉ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ♥❡✉/3♦♥2 ♣3♦❞✉✐/2 8 ❧✬✐2♦❝❡♥/3❡ ♣♦✉3 ❧❛
❝♦♠♣♦2❛♥/❡ 3❛♣✐❞❡ ✭❊ ❃ 1× 10−3 ▼❡❱✮ ❡/ /❤❡3♠✐-✉❡ ✭❊ ❁ 1× 10−6 ▼❡❱✮✳ σ 3❡♣302❡♥/❡
❧✬❡33❡✉3 2✉3 ❧✬0♥❡3❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡
O♦✉* ❧❛ ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ '❤❡*♠✐,✉❡✱ ❧✬/♥❡*❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ *❡$'❡ $✐♠✐❧❛✐*❡ ,✉❡❧❧❡ ,✉❡ $♦✐' ❧✬/♥❡*❣✐❡
❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉✳ ❈❡❝✐ ❡$' ❞✉ ❛✉ ❢❛✐' ,✉❡ ❝❡''❡ ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ ♣*♦✈✐❡♥' ❞❡$ ♠✉❧'✐♣❧❡$ ❞✐✛✉$✐♦♥$ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦$❛♥'❡ *❛♣✐❞❡ $✉* ❧❡$ $'*✉❝'✉*❡$ ❞❡ ❧❛ $❛❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡$' ❞♦♥❝ ♣❛$ ❞✐*❡❝'❡♠❡♥' ❧✐/❡ E
❧✬/♥❡*❣✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉✳
❯♥❡ ❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉'*♦♥✐,✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦*❞*❡$ ❞❡ ♠❛❣♥✐'✉❞❡ ❡♥'*❡ ✉♥ ❢❛✐$❝❡❛✉
❞❡ ✶✵ ▼❱ ❡' ✷✺ ▼❱ ❡$' ♦❜$❡*✈/❡✱ $♦✉❧✐❣♥❛♥' ❧❛ ❞/♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉'*♦♥✐,✉❡ ❛✈❡❝
 !♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉&!♦♥* *❡❝♦♥❞❛✐!❡* ❡♥ *❛❧❧❡ ❞❡ &!❛✐&❡♠❡♥& ✶✷✺
❧✬"♥❡%❣✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ ❢❛✐.❝❡❛✉ ✭❋✐❣✉%❡ ✹✳✽ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡7 ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✮✳ ❈❡77❡ ❛✉❣♠❡♥7❛7✐♦♥
❛✉%❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝7 ❞✐%❡❝7 .✉% ❧❛ ❞♦.❡ ♣✉✐.<✉✬❡❧❧❡ ❧✉✐ ❡.7 ♣%♦♣♦%7✐♦♥♥❡❧❧❡✳ =♦✉% ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉%❛7✐♦♥
❞✬✐%%❛❞✐❛7✐♦♥ ✐❞❡♥7✐<✉❡✱ ❧❛ ✈❛%✐❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ <✉❛❧✐7" ❞✉ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❛✛❡❝7❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛B♦♥ ❞%❛.7✐<✉❡
❧❛ <✉❛♥7✐7" ❞❡ ♣❤♦7♦♥❡✉7%♦♥. ♣%♦❞✉✐7.✳
✹✳✺✳✶✳✹ ❉✐&'❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐&♦❝❡♥'0❡ ❡' ❛♥❣❧❡ ♣❛0 0❛♣♣♦0' 3 ❧❛ '4'❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝
▲❛ ✈❛%✐❛7✐♦♥ ❞❡. .♣❡❝7%❡. ❡♥ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐.7❛♥❝❡ D ❧✬✐.♦❝❡♥7%❡ ✭❋✐❣✉%❡ ✹✳✾✮ ♠♦♥7%❡ ✉♥❡
❛❧❧✉%❡ ❞❡. .♣❡❝7%❡. .✐♠✐❧❛✐%❡ ❛✈❡❝ 7♦✉❥♦✉%. ✉♥ ♣✐❝ 7❤❡%♠✐<✉❡ ❡7 %❛♣✐❞❡✳
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❆ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ /1✉✐✈❛❧❡♥#❡✱ ❡# ♣♦✉$ ❞✐✛/$❡♥#❡- /♥❡$❣✐❡- ❞❡ ❢❛✐-❝❡❛✉✱ ❧❡ $❛#✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦-❛♥#❡ #❤❡$♠✐1✉❡ ❡# $❛♣✐❞❡ ♠♦♥#$❡ ✉♥❡ ✈❛$✐❛#✐♦♥ ✐♠♣♦$#❛♥#❡ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐-❛#✐♦♥
 !♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉&!♦♥* *❡❝♦♥❞❛✐!❡* ❡♥ *❛❧❧❡ ❞❡ &!❛✐&❡♠❡♥& ✶✷✾
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ❞✉ &❛(✐♦ ❞❡. ❝♦♠♣♦.❛♥(❡. (❤❡&♠✐3✉❡. ❡( &❛♣✐❞❡. ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐.❛(✐♦♥
.♣❛(✐❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ 3✉❛❧✐(7 ❞❡ ❢❛✐.❝❡❛✉ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡( (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❞&♦✐(❡✮
❞❛♥# ❧❛ #❛❧❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❡♥ '❛✐#♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦'&❛♥&❡ ❞1❣'❛❞❛&✐♦♥ ❞✉ #♣❡❝&'❡ 5
♠❡#✉'❡ 6✉❡ ❧✬♦♥ #✬1❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡✱ ❝❡ '❛&✐♦ ✈❛'✐❡ ❞❡ ✶✵ 5 ✾✵✪ 6✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛##❡ ❞✬✉♥❡
❧♦❝❛❧✐#❛&✐♦♥ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ &=&❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝ 5 ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐#❛&✐♦♥ ♣❧✉# 1❧♦✐❣♥1❡✳ >♦✉' ❝❡ 6✉✐ ❡#& ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡'&✉'❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ♦♥ ♦❜#❡'✈❡ 5 ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡ ✉♥❡ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐'♦♥ ✸✵✪
❧♦'#6✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛##❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ 0, 5 × 0, 5 ❝♠2 5 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ 40 × 40 ❝♠2 ❛✐♥#✐ 6✉✬✉♥❡ ✈❛✲
'✐❛&✐♦♥ ❞❡ ✻✵✪ 5 ✾✵✝❞❡ ❧❛ &=&❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝✳ ❆ ♠❡#✉'❡ 6✉❡ ❧✬♦♥ #✬1❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐#❝❡❛✉✱
❝❡&&❡ ❞✐✛1'❡♥❝❡ ❞❡ '❛&✐♦ ❞❡# ❝♦♠♣♦#❛♥&❡# ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡&&❡
❞✐✛1'❡♥❝❡ ❡♥&'❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✵✱✺×✵✱✺ ❡& ✹✵×✹✵ ❝♠2 ❡#& ❞❡ ✶✷✪ 5 ✶ ♠ ♣♦✉' ❛&&❡✐♥❞'❡ ✼✪ 5 ✷ ♠
❞❡ ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡✳
>♦✉' '❡♣'1#❡♥&❡' ❧❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ♠✉❧&✐♣❛'❛♠1&'✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦#❛♥&❡ '❛♣✐❞❡✱ ❧❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ❞✉
&❛✉① ❞❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡# ♥❡✉&'♦♥# '❛♣✐❞❡# ❛ 1&1 &'❛❝1❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡# ♠=♠❡# ♣❛'❛♠M&'❡# 6✉❡
❧❛ ❋✐❣✉'❡ ✹✳✶✹✳ ❈❡ &❛✉① ❞❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦#❛♥&❡ '❛♣✐❞❡ ❡#& ❞1✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ '❛&✐♦ ❞✉
♥♦♠❜'❡ ❛❜#♦❧✉ ❞❡ ♥❡✉&'♦♥# '❛♣✐❞❡# ✭❊ ❃ 1× 10−3 ▼❡❱✮ ❡& ❞✉ ♥♦♠❜'❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♣❛'&✐❝✉❧❡#
#✐♠✉❧1❡# ✭1,50× 1010 1❧❡❝&'♦♥# ✐♥❝✐❞❡♥&#✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ❞✉ (❛✉① ❞❡ ♣&♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦.❛♥(❡ &❛♣✐❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐.❛(✐♦♥
.♣❛(✐❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ 3✉❛❧✐(7 ❞❡ ❢❛✐.❝❡❛✉ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡( (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❞&♦✐(❡✮
▲❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡ &❛✉① ❞❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❛♣♣❛'❛✐& ❝❧❛✐'❡♠❡♥& ❞1♣❡♥❞❛♥&❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦#✐&✐♦♥ ♣❛'
'❛♣♣♦'& 5 ❧✬✐#♦❝❡♥&'❡✱ ❞❡ ❧✬1♥❡'❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐#❝❡❛✉✱ ♠❛✐# ❛✉##✐ ❞❡ ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲❛ ✈❛'✐❛&✐♦♥
✶✸✵ #$♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉)$♦♥- -❡❝♦♥❞❛✐$❡- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥)
❛✈❡❝ ❧❛ %✉❛❧✐() ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❡,( ❛((❡♥❞✉❡ ❡♥ .❛✐,♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣.♦❜❛❜✐❧✐() ❞❡,
.)❛❝(✐♦♥, ♣❤♦(♦♥✉❝❧)❛✐.❡ ❛✈❡❝ ❧✬)♥❡.❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✳ 7♦✉. ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧♦❝❛❧✐,❛(✐♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ,❛❧❧❡ ❞❡ (.❛✐(❡♠❡♥(✱ ❧❡ (❛✉① ❞❡ ♣.♦❞✉❝(✐♦♥ ♥❡✉(.♦♥✐%✉❡ ❧♦.,%✉❡ ❧✬♦♥
♣❛,,❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❢❡.♠) : ♦✉✈❡.(✱ ✈❛ ❝♦♥♥❛✐(.❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ✼✵✪ : ❧✬✐,♦❝❡♥(.❡✱ ✉♥❡
❞✐♠✐♥✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ✹✵✪ : ✾✵✝❞❡ ❧❛ (A(❡✱ ♣♦✉. ♥❡ ♣❧✉, ✈❛.✐❡. %✉❡ ❞❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ✺✪
♣♦✉. ❞❡, ❞✐,(❛♥❝❡, ❛✉ ❞❡❧: ❞❡ ✶ ♠ ❞❛♥, ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ♣❛(✐❡♥(✳ ❆ ❞❡ (❡❧❧❡, ❞✐,(❛♥❝❡,✱ ❝❡((❡ ❢❛✐❜❧❡
✈❛.✐❛❜✐❧✐() ❛✈❡❝ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡,( ❞✉❡ : ❧❛ ♣.)♣♦♥❞).❛♥❝❡ ❞❡, ♥❡✉(.♦♥, ❞✐✛✉,),✱ ❞♦♥(
❧❛ ♣.♦❞✉❝(✐♦♥ ❡,( ✐,,✉❡ ❞❡, ❞✐✛✉,✐♦♥, ♠✉❧(✐♣❧❡, ❞❛♥, ❧❛ ,❛❧❧❡ ❞❡ (.❛✐(❡♠❡♥( ❡( ♥♦♥ ♣❛, ❛✉①
❞✐✛✉,✐♦♥, ♦❝❝✉.❛♥( ❞❛♥, ❧❡, )❧)♠❡♥(, ❞❡ ❧❛ (A(❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝✳
▲❡ ♥♦♠❜.❡ ❛❜,♦❧✉ ❞❡ ♥❡✉(.♦♥, .❛♣✐❞❡, ♣.♦❞✉✐(,✱ .❡,♣♦♥,❛❜❧❡, ❞✉ ❞)♣G( ❞❡ ❞♦,❡ ❞❛♥, ❧❡
♣❛(✐❡♥(✱ ❡,( ❛✉,,✐ )(.♦✐(❡♠❡♥( ❝♦..)❧) : ❧❛ ❞✐,(❛♥❝❡ ❡( ❧✬❛♥❣✉❧❛(✐♦♥ ♣❛. .❛♣♣♦.( : ❧✬❛①❡ ❞✉
❢❛✐,❝❡❛✉ ♠❛✐, ❛✉,,✐ ❛✉① ✈❛.✐❛(✐♦♥, ❞❡, (❛✐❧❧❡, ❞❡ ❝❤❛♠♣✳
▲✬❤②♣♦(❤I,❡ ❞❡ ,❡ ❜❛,❡. ,✉. ❧❛ ❝♦♥,(❛♥❝❡ ❞✉ .❛(✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ (❤❡.♠✐%✉❡ ❡( .❛♣✐❞❡
♣♦✉. .❡❝♦♥,(✐(✉❡. ❧❡ ,♣❡❝(.❡ (♦(❛❧ ❞❡ ♥❡✉(.♦♥, ♣.♦❞✉✐(, ♣❡♥❞❛♥( ❧❡ (.❛✐(❡♠❡♥(✱ ❛✜♥ ❞✬❡,(✐♠❡.
❧❛ ❞♦,❡ ❛✉ ♣❛(✐❡♥(✱ ,❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ A(.❡ ✉♥❡ ♠)(❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ %✉✐ ♣.),❡♥(❡ ❞❡, ❧✐♠✐(❡, ❡♥
.❛✐,♦♥ ❞❡ ,❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛.❛♠I(.❡, ♠❛❥❡✉., ❞✬✉♥ (.❛✐(❡♠❡♥( ✿ ❧✬)♥❡.❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✱
❧✬❛♥❣✉❧❛(✐♦♥ ♣❛. .❛♣♣♦.( : ❧❛ (A(❡ ❞✉ ❧✐♥❛❝ ❡( ❧✬♦✉✈❡.(✉.❡ ❞❡, ❝❤❛♠♣,✳
✹✳✺✳✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥
▲❡ (.❛✈❛✐❧ ❞❡ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❛ ♣❡.♠✐, ❞✬)(✉❞✐❡. ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡, ❞✐✛).❡♥(, ♣❛.❛♠I(.❡, ❞❡ (.❛✐✲
(❡♠❡♥( ,✉. ❧❛ ♣.♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡, ♣❤♦(♦♥❡✉(.♦♥, ❛✉(♦✉. ❞❡ ❧✬❛❝❝)❧).❛(❡✉. ◆♦✈❛❧✐,❚①
TM
✳ ❯♥❡
❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♠♣♦.(❛♥(❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ .❛♣✐❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %✉❛❧✐() ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✱ ❞❡
❧❛ ❞✐,(❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐,♦❝❡♥(.❡✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣✉❧❛(✐♦♥ ♣❛. .❛♣♣♦.( : ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉ ❛✐♥,✐ %✉❡ ❞❡ ❧❛
(❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♦♥( ♣✉ A(.❡ ♠✐, ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡✳ ▲❡, .),✉❧(❛(, ❞❡ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦♥( ♠♦♥(.) ❧✬✐♥()✲
.A( ❞✬✉♥❡ ❡,(✐♠❛(✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥(❡ ❞❡, ❝♦♠♣♦,❛♥(❡, .❛♣✐❞❡, ❡( (❤❡.♠✐%✉❡,✱ ❛✐♥,✐ %✉❡ ❧❡, ❧✐♠✐(❡,
❞❡, ♠)(❤♦❞❡, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛,)❡, ✉♥✐%✉❡♠❡♥( ,✉. ❧❛ ♠❡,✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ (❤❡.♠✐%✉❡ ♣♦✉.
%✉❛♥(✐✜❡. ❧❛ ❞♦,❡ ♥❡✉(.♦♥ .❡R✉❡ ♣❛. ❧❡ ♣❛(✐❡♥(✳
✹✳✺✳✷ ➱%✉❞❡ ❡①♣+,✐♠❡♥%❛❧❡
7♦✉. ✈).✐✜❡. ❡( ✈❛❧✐❞❡. ❧❡, (❡♥❞❛♥❝❡, ♦❜(❡♥✉❡, ❞❛♥, ❧❛ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥✱ ✉♥ (.❛✈❛✐❧ ❡①♣).✐♠❡♥(❛❧
❛ )() .)❛❧✐,) ❛✉ ❈❡♥(.❡ 7❛✉❧ ❙(.❛✉,, ♣❛. ❧✬✉(✐❧✐,❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞)(❡❝(❡✉. ❛❝(✐❢ ❈▼❖❙ ✭❞)✈❡❧♦♣♣)
♣❛. ❧✬)%✉✐♣❡ ❉❡❙■, ❞❡ ❧✬■7❍❈✮ ❡( ♣❛,,✐❢ ✭❈❘✲✸✾✮✳ ❈❡ (.❛✈❛✐❧ ,✬❡,( ❝♦♥❝❡♥(.) ,✉. ❧❡, ✐♥✢✉❡♥❝❡,
❞✉ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✉♥✐(), ♠♦♥✐(❡✉., ✭❈❘✲✸✾✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐,(❛♥❝❡ : ❧✬✐,♦❝❡♥(.❡ ✭❈❘✲✸✾✮ ❡( ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
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♠❡,✉.❡ ❡♥ ❛❜,♦❧✉❡✮✳
✹✳✺✳✷✳✶ ❉/0❡❝0❡✉2+ ✉0✐❧✐+/+
❈❘✲✸✾
❉❡, ❈❘✲✸✾ ❞❡ (②♣❡ ❚❡❝❤♥♦(.❛❝❦✷ ✭❚❡❝❤♥♦❧ ❈❤②♦❞❛✱ ❏❛♣♦♥✮ ✭❝❤❛♣✐(.❡ ✷✮ ♦♥( )() ✉(✐❧✐,),✳
▲✬✐♥(❡.♣♦,✐(✐♦♥ ❡♥ ❧❡✉. ,✉.❢❛❝❡ ❞✬✉♥ )❝.❛♥ ❡♥ ♣♦❧②)(❤②❧I♥❡ ✭❍❉7❊✮ ❡( ❡♥ ❇♦.❡ ✭✶✾✱✾✷✪
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❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞✬❯▼ ❡♥ -❛✐9♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦9❛♥/❡ ❞✐✛✉9.❡✱ ❡/ ❞❡ ❢✉✐/❡✱ ❧❛ ♠I♠❡
/❡♥❞❛♥❝❡ ❛ ./. -❡/-♦✉✈.❡ ❧♦-9F✉❡ ❧✬♦♥ -❡❣❛-❞❡ ❧✬.✈♦❧✉/✐♦♥ ❞✉ 9✐❣♥❛❧ ♥❡✉/-♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜-❡ ❞✬❯▼ ✭❋✐❣✉-❡ ✹✳✷✵✮✳
❋✐❣✉)❡ ✹✳✷✵ ✕ ❱❛*✐❛,✐♦♥ ❞✉ 3✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦3❛♥,❡ *❛♣✐❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜*❡ ❞✬❯▼
▲✬❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ♣-♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡9 ♥❡✉/-♦♥9 ✭♣♦✉- ❞❡9 ♠❡9✉-❡9 ❞❛♥9 ❧✬❛✐-✮ ❡9/ ❞♦♥❝ ♣-♦✲
♣♦-/✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜-❡ ❞✬❯▼✳ ▲❛ ♠❛❥❡✉-❡ ♣❛-/✐❡ ❞❡9 ❞♦♥♥.❡9 ❞❛♥9 ❧❛ ❧✐//.-❛/✉-❡ -❡/-♦✉✈❡♥/
❛✉99✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣-♦❞✉❝/✐♦♥ ❞❡9 ♣❤♦/♦♥❡✉/-♦♥9 ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞✬❯▼✳ ▲❡9 ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡9 /❡❝❤♥✐F✉❡9 ❞❡ /-❛✐/❡♠❡♥/9✱ ❡♥ ♣❡-♠❡//❛♥/ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉- ❝♦♥/-R❧❡ /✉♠♦-❛❧✱ -✐9F✉❡♥/ ❞♦♥❝
❞✬✐♥❞✉✐-❡ ❞❡9 ❉H ♣❧✉9 ✐♠♣♦-/❛♥/❡9✳ ❯♥ /-❛✐/❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐9❛♥/ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❞✬✐♥/❡♥9✐/. ❛✈❡❝
 !♦❞✉❝&✐♦♥ ❞❡* ♥❡✉&!♦♥* *❡❝♦♥❞❛✐!❡* ❡♥ *❛❧❧❡ ❞❡ &!❛✐&❡♠❡♥& ✶✸✺
❞❡" #♥❡%❣✐❡" "✉♣#%✐❡✉%❡" * ✻ ▼❱ ❛✉%❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡✛❡4 ❞✬❛✉❣♠❡♥4❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉8 ♣❤♦4♦♥"
❡4 ♥❡✉4%♦♥"✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐*+❛♥❝❡ , ❧✬✐*♦❝❡♥+/❡
▲❡" ♠❡"✉%❡" ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❞❡" ♥❡✉4%♦♥" ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ 4%❛✐4❡♠❡♥4 "♦♥4 ❞♦♥♥#❡" ❞❛♥" ❧❛
❋✐❣✉%❡ ✹✳✷✶ ❡4 ✈❛❧✐❞❡♥4 ❧❡" 4❡♥❞❛♥❝❡" ♦❜"❡%✈#❡" ♣❛% "✐♠✉❧❛4✐♦♥✱ * "❛✈♦✐% ✉♥❡ ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥4❡ 4❤❡%♠✐B✉❡ ♣❛% %❛♣♣♦%4 * ❧❛ ❞✐"4❛♥❝❡ * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡ ❡4 ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉4✐♦♥ ✐♠♣♦%4❛♥4❡
❞✉ "✐❣♥❛❧ %❛♣✐❞❡ * ♠❡"✉%❡ B✉❡ ❧✬♦♥ "✬#❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✶ ✕ ❱❛'✐❛)✐♦♥ ❞✉ .✐❣♥❛❧ ❞❡. ❝♦♠♣♦.❛♥)❡. ♥❡✉)'♦♥✐5✉❡. '❛♣✐❞❡. ❡) )❤❡'♠✐5✉❡. ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐.)❛♥❝❡ 8 ❧✬✐.♦❝❡♥)'❡
8♦✉% ❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥4❡ %❛♣✐❞❡✱ ❡♥ ❜♦%❞✉%❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣" ✭* ✷✵ ❝♠✮✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ✷✵✪ ♣❛%
%❛♣♣♦%4 * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡✳ ❊♥ ❞❡❤♦%" ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ✐❧ ❛♣♣❛%❛✐4 ✉♥❡ ❜❛✐""❡ ❜%✉4❛❧❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✐♠✐♥✉4✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝4❡✉% ✹✱✸ ❡4 ✽✱✺ ✭♣❛% %❛♣♣♦%4 ❛✉ "✐❣♥❛❧ * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡✮ ❧♦%"B✉❡ ❧✬♦♥ "❡ ♣❧❛❝❡
%❡"♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 * ✉♥❡ ❞✐"4❛♥❝❡ ❞❡ ✺✵ ❡4 ✶✵✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡✳ ❈❡44❡ ❞✐♠✐♥✉4✐♦♥✱ ❡♥ ❞❡❤♦%"
❞❡" ❧✐♠✐4❡" ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ "✬❡①♣❧✐B✉❡ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐4 B✉✬❡♥ ♣%#"❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧N4❡♠❡♥4 ♦✉✈❡%4
✭❝❛" ❞❡ ♥♦4%❡ ♠❡"✉%❡✮✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ♥❡✉4%♦♥" ❞✐%❡❝4" * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡ ❝❛%
❛✉❝✉♥❡ ❝♦❧❧✐♠❛4✐♦♥ ♥✬❡"4 ✐♥4❡%♣♦"#❡ ❞❛♥" ❧❡ ❢❛✐"❝❡❛✉ B✉✐ ♣❡%♠❡44%❛✐4 ❧❡✉% ❞✐✛✉"✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦%"
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ 4%❛✐4❡♠❡♥4✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
▲❛ ❞❡♥"✐4# ❞❡ 4%❛❝❡ ❞❡" ❞✐✛#%❡♥4❡" ❝♦♠♣♦"❛♥4❡" ❞❡ ♥❡✉4%♦♥" ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛4✐♦♥
❞❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡"4 %❡♣%#"❡♥4#❡ "✉% ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✹✳✷✷✱ * ✻✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡ ❡4 ✾✵✝❞❡ ❧❛
4R4❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡4 * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡ ✭❞%♦✐4❡✮✳ ▲❡" %#"✉❧4❛4" ♦❜4❡♥✉" ❝♦♥✜%♠❡♥4 ❧❡" %#"✉❧4❛4" ❞❡ ❧❛
"✐♠✉❧❛4✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡" 4❡♥❞❛♥❝❡" ❞❡ ✈❛%✐❛4✐♦♥" ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥4❡ %❛♣✐❞❡ ❡4 4❤❡%♠✐B✉❡ ♣❛%❢❛✐4❡✲
♠❡♥4 "✐♠✐❧❛✐%❡"✳ ❯♥ ❛❥✉"4❡♠❡♥4 ♣♦❧②♥W♠✐❛❧ ❞❡ ♣%❡♠✐❡% ♦%❞%❡ ❛ #4# ✉4✐❧✐"# ❛✜♥ ❞❡ "♦✉❧✐❣♥❡%
❧❛ 4❡♥❞❛♥❝❡ ❣#♥#%❛❧❡ ❞❡ ❧✬#✈♦❧✉4✐♦♥ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❞❡" ♥❡✉4%♦♥" %❛♣✐❞❡" ❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡" ✈❛%✐❛4✐♦♥"
❞❡" ♦✉✈❡%4✉%❡" ❞✉ ▼▲❈ ♦✉ ❞❡" ♠X❝❤♦✐%❡" ✭♣♦✉% ❧❛ ♠❡"✉%❡ * ✾✵✝✮✳
▲❡" 4❡♥❞❛♥❝❡" ♦♣♣♦"#❡" ❡♥4%❡ ❧❡" ♠❡"✉%❡" * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡ ❡4 ❧❡" ♠❡"✉%❡" ❤♦%" ✐"♦❝❡♥4%❡ ❝♦♥✜%♠❡♥4
❧❛ ❞✐✛#%❡♥❝❡" ❞❡ ❝♦♠♣♦"❛♥4❡ ♠❛❥♦%✐4❛✐%❡ ❡♥ ❝❡" ❞✐✛#%❡♥4" ♣♦✐♥4"✱ * "❛✈♦✐% ✉♥❡ ♠❛❥♦%✐4# ❞❡
♥❡✉4%♦♥" ❞✐%❡❝4" * ❧✬✐"♦❝❡♥4%❡✱ ❡4 ✉♥❡ ♠❛❥♦%✐4# ❞❡ ♥❡✉4%♦♥ ❞✐✛✉"#" ❡♥ ♣#%✐♣❤#%✐❡✳
✶✸✻ #$♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉)$♦♥- -❡❝♦♥❞❛✐$❡- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥)
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ❞✉ -✐❣♥❛❧ ❞❡- ❝♦♠♣♦-❛♥(❡- ♥❡✉(&♦♥✐4✉❡- &❛♣✐❞❡- ❡( (❤❡&♠✐4✉❡- ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥
❞❡ ❧✬♦✉✈❡&(✉&❡ ❞❡- ♠9❝❤♦✐&❡- ❡( ❞✉ ▼▲❈ = ✻✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐-♦❝❡♥(&❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❬✷✹✵❪ ❡( =
❧✬✐-♦❝❡♥(&❡ ✭❞&♦✐(❡✮ ❬✷✹✶❪
✹✳✺✳✷✳✹ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡& ♠❡&✉.❡& ♣❛. ❈▼❖❙
▲❡ ❝❛♣%❡✉' ♥❡ ♣♦✉✈❛♥% +%'❡ ♣❧❛❝- ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ %'❛✐%❡♠❡♥% ❡♥ '❛✐/♦♥ ❞✉ ✢✉① ✐♠♣♦'%❛♥%
❞❡ ♣❤♦%♦♥/✱ /❡✉❧❡ ❧❛ ♠❡/✉'❡ /✉' ❧✬✐♠♣❛❝% ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 7 ✻✵ ❝♠ ❞❡ ❧✬✐/♦❝❡♥%'❡ ❛ -%-
'-❛❧✐/-❡✳ ▲❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡/ '❛♣✐❞❡/ ❡% %❤❡'♠✐;✉❡/ /♦♥% ❡/%✐♠-❡/ '❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ✈✐❛ ❧❡/ %❛✉① ❞❡
❞-%❡❝%✐♦♥ ❞❡/ ♣'♦%♦♥/ ✭/②♠❜♦❧❡/ '♦✉❣❡/✮ ❡% ❛❧♣❤❛ ❞❡ ❝♦♥✈❡'/✐♦♥ ✭/②♠❜♦❧❡/ ♥♦✐'/✮✳ ▲❡/ '-/✉❧%❛%/
/♦♥% ❞♦♥♥-/ ♣❛' ✉♥✐%- ❞❡ ❞-❜✐% ❞❡ ❞-%❡❝%✐♦♥ ❞❡/ ❛❧♣❤❛ ❞❡ ❝♦♥✈❡'/✐♦♥ ✭♥❡✉%'♦♥/ %❤❡'♠✐;✉❡/✮ ❡%
♣'♦%♦♥/ ✭♥❡✉%'♦♥/ '❛♣✐❞❡/✮ ♣❛' ●② ❞❡ ♣❤♦%♦♥ ❡% ♣❛' ❝♠
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❞❡ /✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❞-%❡❝%✐♦♥ ✭❋✐❣✉'❡ ✹✳✷✸✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❱❛&✐❛(✐♦♥ ❞✉ -✐❣♥❛❧ ❞❡- ❝♦♠♣♦-❛♥(❡- ♥❡✉(&♦♥✐4✉❡- &❛♣✐❞❡- ❡( (❤❡&♠✐4✉❡- ❡♥&❡❣✐-(&F❡-
♣❛& ❧❡ ❝❛♣(❡✉& ❈▼❖❙ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡&(✉&❡ ❞❡- ♠9❝❤♦✐&❡- ❡( ❞✉ ▼▲❈ = ✻✵ ❝♠
❞❡ ❧✬✐-♦❝❡♥(&❡ ❬✷✸✻❪
▲❛ ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛' '❛♣♣♦'% 7 ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ /✉' ❧❛ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡/ ♥❡✉%'♦♥/ '❛♣✐❞❡/
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✶✸✽ #$♦❞✉❝)✐♦♥ ❞❡- ♥❡✉)$♦♥- -❡❝♦♥❞❛✐$❡- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥)
5
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥
,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡
❙♦♠♠❛✐%❡
✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✷ ▼0%❤♦❞❡3 ❞❡ &0❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ✈❛&✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✷✳✶ ◆♦&✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞, ❞❛♥, ✉♥❡ ,✐♠✉❧❛&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✷✳✷ 23✐♥❝✐♣❡ ❣6♥63❛❧ ❞❡, ♠6&❤♦❞❡, ❧❡, ♣❧✉, ❝♦♠♠✉♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✺✳✷✳✸ ▼6&❤♦❞❡ ❞✉ ❚▲❊ ♣❤♦&♦♥, ❞❛♥, ●❆❚❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✸ ❈❛3 ❞❡3 ♥❡✉%&♦♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✺✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ♥❡✉&3♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✺✳✸✳✷ ❖3✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ♥❡✉&3♦♥ ❞❛♥, ❧❡, &✐,,✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✺✳✹ ■♠♣❧0♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ❚▲❊ ♥❡✉%&♦♥ ✭♥❚▲❊✮ ❞❛♥3 ●❆❚❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥ ♥❡✉&3♦♥✐D✉❡ ❞✐3❡❝&❡ E ❧❛ ❞♦,❡ ✿ ❢❛❝&❡✉3, ❞❡
❦❡3♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥ ♥❡✉&3♦♥✐D✉❡ ✐♥❞✐3❡❝&❡ E ❧❛ ❞♦,❡ ✿ ❞♦,❡
♣❤♦&♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✺✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥&3✐❜✉&✐♦♥ &♦&❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✺✳✺ ❈♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥3 ❞❡ 3✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✺✳✺✳✶ 2❛3❛♠I&3❡, ❞❡ ,✐♠✉❧❛&✐♦♥, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✺✳✺✳✷ ❱♦❧✉♠❡, ,✐♠♣❧❡, ❤♦♠♦❣I♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✺✳✺✳✸ ❱♦❧✉♠❡, ✈♦①6❧✐,6, ❤6&63♦❣I♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✺✳✻ ❘03✉❧%❛%3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✺✳✻✳✶ ❱♦❧✉♠❡, ,✐♠♣❧❡, ❤♦♠♦❣I♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✺✳✻✳✷ ❱♦❧✉♠❡, ✈♦①6❧✐,6, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✺✳✼ ❉✐3❝✉33✐♦♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥ ❣0♥0&❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✶✹✵ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-. ❞❡/ ❞.♣❡♥❞❛♥❝❡/ ❞❡ ❧❛ ♣1♦❞✉❝-✐♦♥ ❞❡/ ♥❡✉-1♦♥/ ♣❛1 1❛♣♣♦1- ❛✉①
♣❛1❛♠2-1❡/ ❞❡ -1❛✐-❡♠❡♥-/✱ ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠.-❤♦❞❡ /-1✐❝-❡♠❡♥- ❛♥❛❧②-✐7✉❡ ♣♦✉1 ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦/❡ ♣1.❝✐/ ❡- /②/-.♠❛-✐7✉❡ ❡♥ 1❛❞✐♦-❤.1❛♣✐❡ /❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ : ❝♦♥/✐❞.1❡1✳ ◆♦✉/
❛✈♦♥/ ❞♦♥❝ ❞.❝✐❞. ❞❡ ♥♦✉/ ❜❛/❡1 /✉1 ❧❛ ♠.-❤♦❞❡ ▼♦♥-❡ ❈❛1❧♦ ✭▼❈✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣1♦❝.❞❡1 : ❝❡
❝❛❧❝✉❧ ♣❡1/♦♥♥❛❧✐/. ❞❡ ❞♦/❡✳ ▲❛ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠.-❤♦❞❡ ❛❝❝.❧.1.❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦/❡
♥❡✉-1♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ /✐♠✉❧❛-✐♦♥ ●❆❚❊ ❡/- ❞.✈❡❧♦♣♣.❡ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐-1❡✳
✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
▲❡/ .-✉❞❡/ .♣✐❞.♠✐♦❧♦❣✐7✉❡/ ❡- ❧❡/ ♠♦❞2❧❡/ ♠❛-❤.♠❛-✐7✉❡/ ❞❡ ❞♦/❡ ♣.1✐♣❤.1✐7✉❡ ♥.❝❡//✐-❡♥-
❞❡/ .-✉❞❡/ ❞♦/✐♠.-1✐7✉❡/ ♣1.❝✐/❡/ ❞❡ ❞♦/❡/ ❛✉① ♦1❣❛♥❡/✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡/ ♠♦❞2❧❡/ ❞❡ 1✐/7✉❡ ♣♦✉1 ❧❛
1.❣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦/✐-✐♦♥ ❞❡/ -1❛✈❛✐❧❧❡✉1/ ♥❡ /♦♥- ♣❛/ ❛❞❛♣-./ ❛✉① ❡①♣♦/✐-✐♦♥/ ♠.❞✐❝❛❧❡/
❞❡/ ♣❛-✐❡♥-/✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞2❧❡/ /♦♥- ♥.❝❡//❛✐1❡/ ♣♦✉1 ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥/ ♠.❞✐❝❛❧❡/ ♦G ❧❡/
/-1✉❝-✉1❡/ ✭❡- /♦✉/✲/-1✉❝-✉1❡/✮ ❛✐♥/✐ 7✉❡ ❧❡/ ❤.-.1♦❣.♥.✐-./ ❞❛♥/ ❧❡/ ♦1❣❛♥❡/ ♣❡✉✈❡♥- 1❡♥❞1❡
❧✬✉-✐❧✐/❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞❡ ❬✺✽❪✳ ❆✐♥/✐✱ ♣♦✉1 ♦♣-✐♠✐/❡1 ❧❡ /✉✐✈✐ ❞❡/ ♣❛-✐❡♥-/ /✉1
❧❡✉1/ 1✐/7✉❡/ ❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡1 ✉♥ /❡❝♦♥❞ ❝❛♥❝❡1✱ ❧❡/ ❞♦♥♥.❡/ ❞✬✐11❛❞✐❛-✐♦♥ ❡♥ 1❛❞✐♦-❤.1❛♣✐❡ /♦♥-
✉♥❡ /♦✉1❝❡ ❞✬✐♥❢♦1♠❛-✐♦♥/ ✐♠♣♦1-❛♥-❡/ : ❡①♣❧♦✐-❡1 ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐1 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉1❡ ❝♦♠♣1.❤❡♥/✐♦♥
❞❡/ ❡✛❡-/ ❞❡/ ❢❛✐❜❧❡/ ❞♦/❡/ /✉1 ❧✬❍♦♠♠❡✱ ♥♦-❛♠♠❡♥- ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛❞1❡ ❞❡ ❝❛♥❝❡1/ ♣.❞✐❛-1✐7✉❡/ ❡-
❞✬❛❞✉❧-❡/ ❥❡✉♥❡/✳ ❉❛♥/ ❝❡--❡ ♦♣-✐7✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ /②/-.♠❛-✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉R 1❡S✉❡ ♣❛1 ❧❡/ ♦1❣❛♥❡/
♣❡1♠❡--1❛✐- ❞❡ ❞1❡//❡1 ❞❡ 1.❡❧❧❡/ -❡♥❞❛♥❝❡/ 7✉❛♥- : ❧❛ ♥.❝❡//✐-. ❞❡ ♣1✐/❡ ❡♥ ❝♦♥/✐❞.1❛-✐♦♥ ❞❡
❝❡/ ❢❛✐❜❧❡/ ❞♦/❡/ ✈✐/ : ✈✐/ ❞✉ 1✐/7✉❡ ❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥- ❞❡ /❡❝♦♥❞ ❝❛♥❝❡1✳
◆♦-1❡ -1❛✈❛✐❧ ❡/- ❝❡♥-1. ❛✉-♦✉1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦/❛♥-❡ ♥❡✉-1♦♥✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉R✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐-1❡ ♣1.❝.✲
❞❡♥- ❛ ♣✉ ♠❡--1❡ ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-. ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡/ ♣❛1❛♠2-1❡/ ❞❡ -1❛✐-❡♠❡♥- /✉1 ❧❛
♣1♦❞✉❝-✐♦♥ ♥❡✉-1♦♥✐7✉❡✱ 1❡♥❞❛♥- ❧❛ ♠✐/❡ ❛✉ ♣♦✐♥- ❞❡ ♠.-❤♦❞❡/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②-✐7✉❡ ❞❡ ❝❡--❡
❉R ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ♠.-❤♦❞❡ ▼❈ 1❡/-❡ ❧❛ ♠.-❤♦❞❡ ♦♣-✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦/❡✳ ❊♥ 1❡✈❛♥❝❤❡✱
❡❧❧❡ ❡/- ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥- ✉-✐❧✐/❛❜❧❡ ❡♥ 1♦✉-✐♥❡ ❝❧✐♥✐7✉❡ ❡♥ 1❛✐/♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦1-❛♥❝❡ ❞✉ -❡♠♣/ ❡- ❞❡/
1❡//♦✉1❝❡/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 7✉✬❡❧❧❡ 1❡7✉✐❡1-✳
❉❛♥/ ❝❡ ❝❛❞1❡✱ ♥♦-1❡ -1❛✈❛✐❧ /✬❡/- ♦1✐❡♥-. ✈❡1/ ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠.-❤♦❞❡ ❛❝❝.❧.1.❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦/❡ ♥❡✉-1♦♥✐7✉❡ ✭♠.-❤♦❞❡ ❞❡ 1.❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ✈❛1✐❛♥❝❡ ✭❱❘❚✮✮ ♣❛1 ♠.-❤♦❞❡
▼♦♥-❡ ❈❛1❧♦✳
R♦✉1 ❧❡ ❜❡/♦✐♥ ❞❡ ♣1.❝✐/✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦/❡✱ ♥♦/ ♠♦-✐✈❛-✐♦♥/ ♦♥- .-. ❧❡/ /✉✐✈❛♥-❡/ ✿
✖ ❧❡ 1❛♣♣♦1- ❇❊■❘ ❱■■ ❬✹✵❪ ✐♥❞✐7✉❡ 7✉❡ ❧✬❡/-✐♠❛-✐♦♥ 7✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ❞❡/ 1✐/7✉❡/ 1❡❧❛-✐❢/
❛✉① ✐11❛❞✐❛-✐♦♥/ ❛✉① ❢❛✐❜❧❡/ ❞♦/❡/ ❞♦✐- ]-1❡ 1.❛❧✐/.❡ : ♣❛1-✐1 ❞✬.-✉❞❡/ ❜❛/.❡/ /✉1 ❞❡/
❡/-✐♠❛-✐♦♥/ ❞❡ ❞♦/❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡/ ♣1.❝✐/❡/ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉ ❞❡/ ♦1❣❛♥❡/ ❞✬✐♥-.1]-✳
✖ ✉♥ ❞❡/ 7✉❛-1❡ ❛1❣✉♠❡♥-/ ✐❞❡♥-✐✜./ ♣♦✉1 ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬.-✉❞❡/ .♣✐❞.♠✐♦❧♦❣✐7✉❡/
❬✷✹✷❪ ♣♦✉1 ❧❡/ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/ ❡①♣♦/.❡/ ❛✉① ✐11❛❞✐❛-✐♦♥/ ❡/- 7✉✬✐❧ ❢❛✉- ✉♥❡ ❝♦♠♣1.❤❡♥/✐♦♥
❡- ✉♥❡ ❛❜✐❧✐-. : ❞.-❡1♠✐♥❡1✱ ♦✉ ♣1.❝✐/.♠❡♥- ❡/-✐♠❡1✱ ❧❡/ ❞♦/❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡/ ❣.♥.1❛❧❡♠❡♥-
1❡7✉✐/❡/ ♣♦✉1 ❞❡/ ♦1❣❛♥❡/ /♣.❝✐✜7✉❡/✳ ❊♥ ❡✛❡- ❧❛ ❞♦/❡ ❡- ❧❡/ 1✐/7✉❡/ ♣♦✉1 ❞❡/ ♦1❣❛♥❡/
/♣.❝✐✜7✉❡/ ♣❡✉✈❡♥- ]-1❡ ♥.❝❡//❛✐1❡/ ❛✜♥ ❞✬.✈❛❧✉❡1 ❧❡/ ♣❛-❤♦❧♦❣✐❡/ /♣.❝✐✜7✉❡/ ✐♥❞✉✐-❡/
♣❛1 ❧✬✐11❛❞✐❛-✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❝❡- ♦1❣❛♥❡ ✭❡① ✿ 1✐/7✉❡/ ❞❡ ♣❛-❤♦❧♦❣✐❡ ❝❛1❞✐❛7✉❡ ♦✉ ❞✉ /❡✐♥
❝♦♥-1♦❧❛-.1❛❧ ❡♥ ❝❛/ ❞❡ 1❛❞✐♦-❤.1❛♣✐❡ ❞✉ /❡✐♥✮✳ ▲❛ ❞❡/❝1✐♣-✐♦♥ ❝♦♠♣❧2-❡ ❡- ♣1.❝✐/❡ ❞❡ ❧❛
❞♦/❡ ❡/- ❛✉//✐ ♣❛1-✐❝✉❧✐21❡♠❡♥- ✐♠♣♦1-❛♥-❡ ❞❛♥/ ❧❡/ 1.❣✐♦♥/ ♣1♦❝❤❡/ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♦G ✐❧ ❛
.-. ♠♦♥-1. 7✉❡ ❧❛ ❢1.7✉❡♥❝❡ ❞❡/ /❡❝♦♥❞/ ❝❛♥❝❡1/ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐/-❛♥❝❡ ❞❡/ ❜♦1❞/
❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠♦♥-1❡ ✉♥ ♣✐❝ /✐❣♥✐✜❝❛-✐❢ ♣12/ ❞❡/ ❜♦1❞/ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❬✷✹✸❪✳ R❛1 ❝♦♥/.7✉❡♥-✱
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✹✶
✉♥❡ ❡#$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦#❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡-$❛✐♥# ♦-❣❛♥❡# ❝-✐$✐/✉❡# ❞❛♥# ❝❡# -0❣✐♦♥# -✐#/✉❡
❞❡ ♥❡ ♣❛# 2$-❡ #✉✣#❛♥$❡✱ ❡$ ✉♥❡ ❞♦#❡ ♣-0❝✐#❡ ❛✉① #♦✉#✲✈♦❧✉♠❡# ✭/✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ ❛✈♦✐- ✉♥❡
-❛❞✐♦#❡♥#✐❜✐❧✐$0 ❞✐✛0-❡♥$❡ ✭❡① ✿ ❝<✉- ❡$ ❛-$=-❡# ❝♦-♦♥❛✐-❡#✮✮ ❡#$ ♥0❝❡##❛✐-❡✳
@♦✉- ❧❡ ❜❡#♦✐♥ ❞✬❛❝❝0❧0-❛$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦$-❡ ❝❤♦✐① ❛ 0$0 ♠♦$✐✈0 ♣❛- ❧❡# ♣♦✐♥$#
#✉✐✈❛♥$# ✿
✖ ❧❛ ❣-❛♥❞❡ ♠❛❥♦-✐$0 ❞❡# ❤E♣✐$❛✉① ♥❡ ❞✐#♣♦#❡♥$ ♣❛# ❞❡ ❣-✐❧❧❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥$❡-♥❡#✱ ❡$ ❧❡
-❡❝♦✉-# F ✉♥ ♦✉$✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①$❡-♥❡ -❡#$❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥$ -0❛❧✐#❛❜❧❡ ❡♥ ♣-❛$✐/✉❡ ❡♥ -❛✐#♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❞❡♥$✐❛❧✐$0 ❞❡# ❞♦♥♥0❡# ♣❛$✐❡♥$✳ ❆✈❡❝ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✸✵✵✵ ♣❛$✐❡♥$# $-❛✐$0# ♣❛-
❛♥ ✭❝❡♥$-❡ @❛✉❧ ❙$-❛✉##✮✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ #②#$0♠❛$✐/✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉@ ❞✉ ♣❛$✐❡♥$ ❡#$ $-=# ❞✐✣❝✐❧❡
F ♠❡$$-❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❧✬❛❜#❡♥❝❡ ❞❡ ♠0$❤♦❞❡# ❞✬❛❝❝0❧0-❛$✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦#❡✳
✖ ❧❛ ❝♦♠♣❛-❛✐#♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉@ ♣❤♦$♦♥# ❡$ ♥❡✉$-♦♥# ♥0❝❡##✐$❡ ✉♥❡ ✐♥❝❡-$✐$✉❞❡ #$❛$✐#$✐/✉❡ ❞✉
♠2♠❡ ♦-❞-❡ ❞❡ ❣-❛♥❞❡✉-✳ ❙✐ ♣❧✉#✐❡✉-# ♠0$❤♦❞❡# ❞❡ -0❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ✈❛-✐❛♥❝❡ ❡①✐#$❡♥$ ♣♦✉-
❧❡# ♣❤♦$♦♥#✱ ❡❧❧❡# -❡#$❡♥$ ❧✐♠✐$0❡# ♣♦✉- ❧❡# ♥❡✉$-♦♥# ✭❛✉❝✉♥❡ ❱❘❚ ♥✬❡#$ ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥#
●❆❚❊ ♣♦✉- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦#❡ ♥❡✉$-♦♥✮✳
@♦✉- ❝❡# -❛✐#♦♥#✱ ✐❧ ♥♦✉# ❛ ♣❛-✉ ✐♥$0-❡##❛♥$ ❞❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡- ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦#❡ ♥❡✉$-♦♥ ▼❈
❛❝❝0❧0-0 ❛✜♥ ❞❡ ♣❡-♠❡$$-❡ ✉♥❡ ❡#$✐♠❛$✐♦♥ #②#$0♠❛$✐/✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#$-✐❜✉$✐♦♥ ✭✸❉✮ ❞❡ ❧❛ ❞♦#❡
♥❡✉$-♦♥ ❞0❧✐✈-0❡ ❛✉ ♣❛$✐❡♥$ ❧♦-# ❞✬✉♥ $-❛✐$❡♠❡♥$ ❡♥ -❛❞✐♦$❤0-❛♣✐❡✳
▲❡# ❞✐✛0-❡♥$❡# 0$❛♣❡# ❞❡ ♠✐#❡ ❛✉ ♣♦✐♥$ ❞❡ ❝❡$$❡ ♠0$❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ #♦♥$ ❞0❝-✐$❡# ❞❛♥# ❧❡#
#❡❝$✐♦♥# /✉✐ #✉✐✈❡♥$✳
✺✳✷ ▼$%❤♦❞❡* ❞❡ +$❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ✈❛+✐❛♥❝❡
@❧✉#✐❡✉-# ♠0$❤♦❞❡# ❞❡ -0❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ✈❛-✐❛♥❝❡ #♦♥$ ❛❝$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ♣♦✉- ❛❝❝0❧0✲
-❡- ❧❡# #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ✿ ❡❧❧❡# ♣❡-♠❡$$❡♥$ ❞✬♦❜$❡♥✐- ❧❛ ♣-0❝✐#✐♦♥ #♦✉❤❛✐$0❡ ♣❧✉# -❛♣✐❞❡♠❡♥$✱ ♦✉
❞✬❛♠0❧✐♦-❡- ❧❛ ♣-0❝✐#✐♦♥ #✉- ❧❡ -0#✉❧$❛$ ♣♦✉- ✉♥ ♠2♠❡ $❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✺✳✷✳✶ ◆♦&✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞, ❞❛♥, ✉♥❡ ,✐♠✉❧❛&✐♦♥
❆✈❛♥$ ❞✬❛❜♦-❞❡- ❧❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❣0♥0-❛❧ ❞❡# ♠0$❤♦❞❡# ❧❡# ♣❧✉# ❝♦♠♠✉♥❡# ❞❡ -0❞✉❝$✐♦♥ ❞❡
✈❛-✐❛♥❝❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥$ ❞✬❡①♣❧✐/✉❡- ❧❛ ♥♦$✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞# ❞✬✉♥❡ ♣❛-$✐❝✉❧❡ /✉✐ #❡-❛ ✉$✐❧✐#0❡ ❞❛♥# ❧❛
#❡❝$✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳
❉❛♥# ✉♥❡ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❝♦♠♣❧=$❡♠❡♥$ ♥❛$✉-❡❧❧❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡✮✱ ❧❡ ♣♦✐❞# w ❞✉ ♣❤♦$♦♥ ✭♦✉ ❛✉$-❡
♣❛-$✐❝✉❧❡ ❞✬✐♥$0-2$✮ ❡#$ 0❣❛❧ F ❧✬✉♥✐$0 ✿ ✉♥ ♣❤♦$♦♥ -❡♣-0#❡♥$❡ ✉♥ ♣❤♦$♦♥ ❡$ ✐❧ ❡#$ ❝♦♠♣$❛❜✐❧✐#0
❝♦♠♠❡ ✉♥ /✉❛♥❞ ✐❧ ❛$$❡✐♥$ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ -0#✉❧$❛$✳
@♦✉- ♣♦✉✈♦✐- ♦♣$✐♠✐#❡- ❧❡ $❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡♥$✐=-❡♠❡♥$ #✐♠✉❧❡- ❧✬0✈❡♥$✉❛❧✐$0 ❞❡
❧✬❛❜#♦-♣$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛-$✐❝✉❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣-0❢0-❡- ♠✉❧$✐♣❧✐❡- #♦♥ ♣♦✐❞# ✭/✉✐ ✈❛✉$ ❧✬✉♥✐$0 ❛✉ ❞0♣❛-$ ❞❡
❧❛ #✐♠✉❧❛$✐♦♥✮ ♣❛- #❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐$0 ❞❡ #✉-✈✐❡ ✭❝♦--❡#♣♦♥❞❛♥$ ❛✉ -❛♣♣♦-$ ❞❡ ❧❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡
❞✐✛✉#✐♦♥ F ❧❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ $♦$❛❧❡✮ F ❝❤❛/✉❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉#✐♦♥
❡#$ ✐♥❢0-✐❡✉-❡ F ❧❛ #❡❝$✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ $♦$❛❧❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞# w ❞✉ ♣❤♦$♦♥ ✈❛ ❞✐♠✐♥✉❡- ❛✉ ❢✉- ❡$ F ♠❡#✉-❡
❞❡# ❝♦❧❧✐#✐♦♥# #✉❜✐❡# ♣♦✉- $❡♥❞-❡ ✈❡-# ③0-♦ /✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥# $❡♥❞ ✈❡-# ❧✬✐♥✜♥✐✳
❊♥ ❞✬❛✉$-❡# $❡-♠❡#✱ ❧❡ ♣❤♦$♦♥ ✈♦✐$ #♦♥ ♣♦$❡♥$✐❡❧ ✈✐$❛❧ ✭♣♦$❡♥$✐❡❧ ❞✬✐♥❢♦-♠❛$✐♦♥✮ ❞✐♠✐♥✉❡- ❞❡
❝♦❧❧✐#✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧❧✐#✐♦♥✳ ▲♦-#/✉❡ ❧✬♦♥ ❛$$❡✐♥$ ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐#✐♦♥# #✉✣#❛♠♠❡♥$ ✐♠♣♦-$❛♥$✱
❧❡ ♣❤♦$♦♥ ♥✬❛♣♣♦-$❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉# ❞❡ ❝♦♥$-✐❜✉$✐♦♥ #✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡ ❛✉ -0#✉❧$❛$ ❝❤❡-❝❤0✳ @❛- #♦✉❝✐#
✶✹✷ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❞✬♦♣$✐♠✐'❛$✐♦♥ ❞❡ $❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣♦✉//❛ ❧❡ ❢❛✐/❡ ❞✐'♣❛/❛✐$/❡ ♣❛/ ✉♥❡ $❡❝❤♥✐2✉❡ '$❛$✐'$✐2✉❡
❛❞32✉❛$❡ $❡❧❧❡ 2✉❡ ❧❛ /♦✉❧❡$$❡ /✉''❡ ✭'❡❝$✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮ 2✉❛♥❞ '♦♥ ♣♦✐❞' ♣❛''❡ ❡♥ ❞❡''♦✉' ❞✬✉♥
'❡✉✐❧ ✜①3✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ $②♣❡ ❞❡ ♠3$❤♦❞❡ ♠♦♥$/❡ 2✉❡ ❧❛ '✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♥✬❡'$ ♣❧✉' '$/✐❝$❡♠❡♥$
/3❛❧✐'$❡ ♣✉✐'2✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ '✐♠✉❧❡ ♣❧✉' ❧✬✐♥$3❣/❛❧✐$3 ❞❡' ✐♥$❡/❛❝$✐♦♥' ❞✉ ♣❤♦$♦♥✱ ❞✬♦✉ ❧❡ $❡/♠❡ ❞❡
'✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♥♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
✺✳✷✳✷ #$✐♥❝✐♣❡ ❣+♥+$❛❧ ❞❡/ ♠+1❤♦❞❡/ ❧❡/ ♣❧✉/ ❝♦♠♠✉♥❡/
✺✳✷✳✷✳✶ ❘♦✉❧❡))❡ *✉++❡
❈✬❡'$ ✉♥❡ $❡❝❤♥✐2✉❡ ❞❡ /3❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ✈❛/✐❛♥❝❡ 2✉✐ ✈✐'❡ @ ❧✐♠✐$❡/ ❧❛ ❞✉/3❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡' ♣❛/$✐✲
❝✉❧❡' 2✉✐ ❝♦♥$/✐❜✉❡♥$ ♣❡✉ ❛✉ /3'✉❧$❛$ ✜♥❛❧ ❡$✱ ✐♥✈❡/'❡♠❡♥$✱ @ ♣/♦❧♦♥❣❡/ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ♣❛/$✐❝✉❧❡' ②
❝♦♥$/✐❜✉❛♥$ ❧❡ ♣❧✉' ❬✷✹✹❪✳
▲❡ ♣/✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡ /❡♣♦'❡ '✉/ ❧❡ ❢❛✐$ 2✉❡ ❞F' 2✉✬✉♥❡ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞' w ❛$$❡✐♥$
✉♥ ❝❡/$❛✐♥ ♣♦✐❞' '❡✉✐❧ wroulette✱ ❛✈❡❝ w ≤ wroulette✱ ✉♥ $✐/❛❣❡ ❛❧3❛$♦✐/❡ ❡'$ /3❛❧✐'3 '❡❧♦♥ ✉♥❡
❧♦✐ ✉♥✐❢♦/♠❡ ❡♥$/❡ ✵ ❡$ ✶✳ ❖♥ ♥♦$❡ ξ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❛❧3❛$♦✐/❡ $✐/3✳ ▲❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐$3 ❞❡ '✉/✈✐❡ ❞❡ ❧❛
♣❛/$✐❝✉❧❡ @ ❧❛ /♦✉❧❡$$❡ /✉''❡ ❡'$ ❧❛ '✉✐✈❛♥$❡ ✿
psurvie =
w
wsurvie
✭✺✳✶✮
❛✈❡❝ wsurvie ❧❡ ♣♦✐❞' ❞❡ '✉/✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ '✉❜✐''❛♥$ ✉♥❡ /♦✉❧❡$$❡✳
❙✐ ξ❁psurvie✱ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ '✉/✈✐$ @ ❧❛ /♦✉❧❡$$❡ /✉''❡ ❡$ ❧❡ ♣♦✐❞' ❞❡ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥$
wsurvie✱ '✐♥♦♥ ❧❡ ♣♦✐❞' ❞❡ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❡'$ ✜①3 @ ✵ ❡$ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❡'$ $✉3❡✳ ▲❡ ♣♦✐❞' ♠♦②❡♥ ❞❡'
♣❛/$✐❝✉❧❡' '✉❜✐''❛♥$ ✉♥❡ /♦✉❧❡$$❡ /✉''❡ /❡'$❡ ✐♥❝❤❛♥❣3✳
wsurvie ♣❡✉$ M$/❡ ❛❥✉'$3 ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛3/❡♥$' 3❧3♠❡♥$' $❡❧' 2✉❡ ❧✬3♥❡/❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡✱
'❛ ♣♦'✐$✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ '❛ ❞✐/❡❝$✐♦♥✳ ❈❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡ ♣❡/♠❡$ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉$✐♦♥ ❞❡ $❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
♣✉✐'2✉❡ ❧❡' ♣❛/$✐❝✉❧❡' ♣/3'❡♥$❛♥$ ♣❡✉ ❞✬✐♥$3/M$ ❝❡''❡♥$ ❞✬M$/❡ '✉✐✈✐❡' ❡♥ ❞❡''♦✉' ❞✬✉♥ ❝❡/$❛✐♥
♣♦✐❞'✳
❈❡$$❡ $❡❝❤♥✐2✉❡ ❞❡ /3❞✉❝$✐♦♥ ❞❡ ✈❛/✐❛♥❝❡ ❡'$ ❣3♥3/❛❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐'3❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❛✈❡❝
❞✬❛✉$/❡' $❡❝❤♥✐2✉❡' ❝♦♠♠❡ ❧❡ '♣❧✐$$✐♥❣ ♦✉ ❧❛ ❝❛♣$✉/❡ ✐♠♣❧✐❝✐$❡✳
✺✳✷✳✷✳✷ ❙♣❧✐))✐♥❣
▲❡ '♣❧✐$$✐♥❣ ✭♦✉ ❢/❛❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$✮ ❬✷✹✹❪ ❝♦♥'✐'$❡✱ ❡♥ ♣❛/$❛♥$ ❞✬✉♥ 3$❛$ ❞♦♥♥3✱ @ ❡①♣❧♦/❡/
❧✬❡'♣❛❝❡ ❞❡' ♣❤❛'❡' ❞❡' /3❣✐♦♥' ❞✬✐♥$3/M$ ♣♦✉/ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❝♦♥'✐❞3/3❡✳ ❉❛♥' ❝❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡✱
✉♥❡ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞' w ✈❛ M$/❡ ❢/❛❝$✐♦♥♥3❡ ❡♥ n ♣❛/$✐❝✉❧❡' ❞❡ ♣♦✐❞' wn ✳ ❉❡ ♠M♠❡ 2✉❡ ♣♦✉/
❧❛ /♦✉❧❡$$❡ /✉''❡✱ ✉♥ ♣♦✐❞' '❡✉✐❧ wseuil ♣♦✉/ ❧❡2✉❡❧ ❧❛ ♣❛/$✐❝✉❧❡ ❡♥ 2✉❡'$✐♦♥ '✉❜✐/❛ ❧❡ '♣❧✐$$✐♥❣
❡'$ ✜①3✱ ❝✬❡'$ @ ❞✐/❡ 2✉❛♥❞ w ≥ wseuil✳
❆✈❡❝ ❝❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧♦/❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡'♣❛❝❡ ❞❡' ♣❤❛'❡' ❞❛♥' ❧❡' ③♦♥❡' ❞✬✐♥$3/M$
❡'$ ♦♣$✐♠✐'3❡✱ ❧❛ ✈❛/✐❛♥❝❡ ❡'$ ❞✐♠✐♥✉3❡✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✉ '♣❧✐$$✐♥❣ ✈❛ ❣3♥3/❡/
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣❛/$✐❝✉❧❡' @ '✉✐✈/❡✱ ❝❡ 2✉✐ ♣♦✉//❛ '❡ $/❛❞✉✐/❡ ♣❛/ ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣' ❞❡ '✐♠✉❧❛$✐♦♥✳
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✹✸
✺✳✷✳✷✳✸ ❈❛♣'✉)❡ ✐♠♣❧✐❝✐'❡
❈❡""❡ "❡❝❤♥✐'✉❡ ✈✐*❡ + ♣-♦❧♦♥❣❡- ❛-"✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥" ❧❛ ✈✐❡ ❞❡* ♣❛-"✐❝✉❧❡* ❬✷✹✺❪✱ ❡♥ ;✈✐"❛♥" ❧❛
*✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐"❡ ❞❡* ❛❜*♦-♣"✐♦♥*✳ ❯♥❡ ❝♦--❡❝"✐♦♥ ❡*" ❛❧♦-* ❛♣♣❧✐'✉;❡ *✉- ❧❡ ♣♦✐❞* ❞❡ ❧❛
♣❛-"✐❝✉❧❡ ♣♦✉- "❡♥✐- ❝♦♠♣"❡ ❞✉ ♣❤;♥♦♠@♥❡ ❞✬❛❜*♦-♣"✐♦♥✱ ❝❡ '✉✐ ❧✉✐ ♣❡-♠❡""-❛ ❞❡ ✈✐✈-❡ ♣❧✉*
❧♦♥❣"❡♠♣*✳ ❈❡""❡ "❡❝❤♥✐'✉❡ ❛ ✉♥ ❣-❛♥❞ ✐♥";-B" *✉-"♦✉" ❞❛♥* ❧❡* ♠✐❧✐❡✉① ❛❜*♦-❜❛♥"* ❞❛♥*
❧❡*'✉❡❧* ❧❛ ♣❛-"✐❝✉❧❡ *❡-❛ ❝❛♣"✉-;❡ ❛✈❛♥" '✉✬❡❧❧❡ ♥✬❛✐" ❡✉ ❧❡ "❡♠♣* ❞❡ *❡ ❞;♣❧❛❝❡- ❞❛♥* ❧❛
❣;♦♠;"-✐❡ ❡" ❞✬❛""❡✐♥❞-❡ ♣♦"❡♥"✐❡❧❧❡♠❡♥" ✉♥❡ -;❣✐♦♥ ❞✬✐♥";-B"✳
◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ *❡ ♣-♦❞✉✐"✱ ❧❡ ♣♦✐❞* ❞❡ ❧❛ ♣❛-"✐❝✉❧❡ ❡*" ♠✉❧"✐♣❧✐; ♣❛- ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐"; ❞❡
♥♦♥ ❛❜*♦-♣"✐♦♥ pnabs ✿
w′ = wpnabs = w
(
1− Σa
Σt
)
✭✺✳✷✮
❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉-;❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛-"✐❝✉❧❡ *✉✐✈✐❡ ❡*" ❛✉❣♠❡♥";❡✱ ❧❛ ✈❛-✐❛♥❝❡ ❞❡✈-❛✐" ❧♦❣✐✲
'✉❡♠❡♥" ❞✐♠✐♥✉❡- ✭❝❛- ♦♥ ♣♦✉--❛ ❛❝❝✉♠✉❧❡- ❞❛✈❛♥"❛❣❡ ❞❡ *"❛"✐*"✐'✉❡*✮✳ ▼❛✐* ❡♥ ♣❛-❛❧❧@❧❡✱
❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉-;❡ ❞❡ ✈✐❡ ✐♥❞✉✐-❛ ❛✉**✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ "❡♠♣* ❞❡ *✐♠✉❧❛"✐♦♥✳
✺✳✷✳✷✳✹ ❈♦❧❧✐1✐♦♥ ❢♦)❝4❡
❈❡""❡ "❡❝❤♥✐'✉❡ ❡*" ♣-✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥" ✉"✐❧✐*;❡ ❞❛♥* ❞❛♥* ❧❡* ♠✐❧✐❡✉① ♦I ❧❡* ❝♦❧❧✐*✐♦♥* *♦♥" ♣❡✉
*✉*❝❡♣"✐❜❧❡* ❞❡ *❡ ♣-♦❞✉✐-❡✳ ▲❡ ❜✉" ❞❡ ❝❡""❡ ♠;"❤♦❞❡ ❡*" ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❣♠❡♥"❡- ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡
❝♦❧❧✐*✐♦♥* ❞❛♥* ❝❡* ③♦♥❡* ♣♦✉- ♦❜"❡♥✐- ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ *"❛"✐*"✐'✉❡ ❬✷✹✻❪✳ ❯♥❡ ③♦♥❡ ❞❛♥* ❧❛'✉❡❧❧❡
❝❡""❡ ♠;"❤♦❞❡ *❡-❛ ❛♣♣❧✐'✉;❡ ❞♦✐" ❞♦♥❝ B"-❡ ❞;✜♥✐❡✳ ❉❛♥* ❝❡""❡ ③♦♥❡✱ ✉♥❡ ♣❛-"✐❝✉❧❡ ❡♥"-❛♥"❡✱
❞❡ ♣♦✐❞* *"❛"✐*"✐'✉❡ w✱ *❡-❛ ✧*;♣❛-;❡✧ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛-"✐❝✉❧❡* ✿ ✉♥❡ ♣❛-"✐❝✉❧❡ *❛♥* ❡" ✉♥❡ ❛✈❡❝
❝♦❧❧✐*✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐❞* *✉✐✈❛♥" *❡-❛ ❛""-✐❜✉; + ❧❛ ♣-❡♠✐@-❡ ♣❛-"✐❝✉❧❡ ✿
wsans = w exp
−Σtd
✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ exp−Σtd ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐"; ❞❡ "-❛✈❡-*❡- ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❢♦-❝;❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ d *❛♥*
❢❛✐-❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✳ ▲❛ *❡❝♦♥❞❡ ♣❛-"✐❝✉❧❡ ✭❝❡❧❧❡ '✉✐ ❢❡-❛ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✮✱ *❡ ✈❡--❛ ❛""-✐❜✉❡- ❧❡ ♣♦✐❞*
*✉✐✈❛♥" ✿
wavec = w(1− exp−Σtd) ✭✺✳✹✮
❊" ❧❡ ♣♦✐❞* ♦-✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛-"✐❝✉❧❡ ❡*" ❝♦♥*❡-✈; ✿
wsans + wavec = w ✭✺✳✺✮
❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❢♦-❝;❡✱ ❧❛ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❞♦✐" ♦❜❧✐❣❛"♦✐-❡♠❡♥" ❛✈♦✐- ❧✐❡✉ ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡
❞;✜♥✐❡ "❡❧ '✉❡ 0 ≤ l ≤ d ✭❋✐❣✉-❡ ✺✳✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡""❡ ♠;"❤♦❞❡ ❛✉❣♠❡♥"❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡
♣❛-"✐❝✉❧❡* + *✉✐✈-❡✱ ✐❧ ❡*" ♥;❝❡**❛✐-❡ ❞❡ ❧✬✉"✐❧✐*❡- ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ "❡❝❤♥✐'✉❡ ❞❡ -♦✉❧❡""❡
-✉**❡ ♣♦✉- ❧✐♠✐"❡- ❧❡ "❡♠♣* ❞❡ *✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❡" ♦❜"❡♥✐- ✉♥ ❣❛✐♥ *✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ❞❡ ♠;-✐"❡✳
❚♦✉"❡* ❝❡* ♠;"❤♦❞❡* ❞❡ -;❞✉❝"✐♦♥ ❞❡ ✈❛-✐❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥" ♣❡-♠❡""-❡ ✉♥❡ ❛❝❝;❧;-❛"✐♦♥ ❝♦♥*;✲
'✉❡♥"❡ ❞❡ ❧❛ *✐♠✉❧❛"✐♦♥✱ ♠❛✐* ❡❧❧❡* ❞♦✐✈❡♥" B"-❡ ✉"✐❧✐*;❡* ❛✈❡❝ ♣-;❝❛✉"✐♦♥ ♣♦✉- -❡*"❡- ❞❛♥* ❧❛
❧✐♠✐"❡ ❞❡ ❧❡✉- ✈❛❧✐❞✐";✳
✶✹✹ ❖✉$✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉$.♦♥ ❡♥ .❛❞✐♦$❤0.❛♣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐/✐♦♥ ❢♦%❝1❡
✺✳✷✳✸ ▼%&❤♦❞❡ ❞✉ ❚▲❊ ♣❤♦&♦♥1 ❞❛♥1 ●❆❚❊
 ❛"♠✐ %♦✉%❡) ❧❡) ❱❘❚✱ ❧❛ ♠❡%❤♦❞❡ ❞✉ ✧❚"❛❝❦ ▲❡♥❣%❤ ❊)%✐♠❛%♦"✧ ✭❚▲❊✮ ❡)% ✉♥❡ ♠:%❤♦❞❡
❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ":❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ✈❛"✐❛♥❝❡✱ ❛❞❛♣%:❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧) ❞❡ ❦❡"♠❛ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦"%❡ @✉❡❧) ♣♦✐♥%)
❞❛♥) ❞❡) ❝❛) ❞✬✐""❛❞✐❛%✐♦♥) ❞❡ ♣❤♦%♦♥) ❬✷✹✼❪✳ ❊❧❧❡ ❡)% ✐♠♣❧:♠❡♥%:❡ ❞❛♥) ❞✐✛:"❡♥%) ❝♦❞❡)
❝♦♠♠❡ ▼❈◆ ❳ ❬✷✹✽✱ ✷✹✾❪ ❡% ❞❛♥) ❝❡"%❛✐♥) ♦✉%✐❧) )♣:❝✐✜@✉❡) O ❧❛ "❛❞✐♦%❤❡"❛♣✐❡ ❡①%❡"♥❡ ❬✷✺✵❪
❡% ❝✉"✐%❤:"❛♣✐❡ ❬✷✺✶✱ ✷✺✷❪✳ ❈❡%%❡ ♠:%❤♦❞❡ ♣❡"♠❡% ❧✬:✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛"%✐❝✉❧❡)
♠♦②❡♥♥:❡ )✉" ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞♦♥♥:❡ ✭♦✉ ✈♦❧✉♠❡ :❧:♠❡♥%❛✐"❡✮✳ ▲✬❡)%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡
♣❛"%✐❝✉❧❡) Φ ❞❛♥) ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ :❧:♠❡♥%❛✐"❡ ❡)% ❞♦♥♥:❡ ♣❛" ✿
Φ =
∑M
i=1 Ti
NV
✭✺✳✻✮
❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜"❡ %♦%❛❧ ❞❡ ♣❛"❝♦✉") ❡♥"❡❣✐)%":) ❞❛♥) ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ M ✱ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❛"❝♦✉")
❛②❛♥% %"❛✈❡"): ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ V ❡% T ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" ❞✉ ♣❛"❝♦✉") ❞❡) ♣❛"%✐❝✉❧❡) O ❧✬✐♥%:"✐❡✉"
❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❋✐❣✉"❡ ✺✳✷✮✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ $%✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❚%❛❝❦ ▲❡♥❣2❤ ❊52✐♠❛2♦%
❉❛♥) ❧❛ ✈❡")✐♦♥ ✻✳✷ ❞❡ ●❆❚❊✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ %❡❝❤♥✐@✉❡ ❞❡ ":❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ✈❛"✐❛♥❝❡ ❜❛):❡ )✉" ❧❛
♠:%♦❞❡ ❞✉ ✧%"❛❝❦ ❧❡♥❣%❤ ❡)%✐♠❛%♦"✧ ❛ :%: ✐♠♣❧:♠❡♥%:❡ ♣♦✉" ❧❡) ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡) ❞❡) ♣❤♦%♦♥)
❞❡ ❜❛))❡ :♥❡"❣✐❡ ❬✷✺✸❪✳ ❉❛♥) ✉♥❡ ✈❡")✐♦♥ ♣❧✉) ":❝❡♥%❡ ✭●❆❚❊ ❱✼✳✷✮✱ ❞❡✉① ❱❘❚ ❛❞❞✐%✐♦♥♥❡❧❧❡)
♣♦✉" ❧❡) ♣❤♦%♦♥) ❞❡ ❜❛))❡ :♥❡"❣✐❡ ♦♥% :%: ❛❥♦✉%:❡) ✿ ❧❛ ✧❢♦"❝❡ ❞❡%❡❝%✐♦♥✧ ❬✷✺✹❪ ❡% ❧✬✧❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧
❚▲❊✧ ❬✷✺✺❪✳
❈❡%%❡ ♠:%❤♦❞❡ ♣❡"♠❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡" ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛"%✐❝✉❧❡)✱ ❧❡ ❦❡"♠❛ ❡% ❧❛ ❞♦)❡ ❛❜)♦"❜:❡✳
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✹✺
✺✳✷✳✸✳✶ ▲✬'(✉✐❧✐❜-❡ '❧❡❝0-♦♥✐(✉❡
▲❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞✬)*✉✐❧✐❜.❡ )❧❡❝'.♦♥✐*✉❡ ✭❊❊ ♦✉ ❈3❊✮ ❡5' ❛''❡✐♥'❡ ❞❛♥5 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ *✉❛♥❞
❧✬)♥❡.❣✐❡ '.❛♥5♣♦.')❡ ♣❛. ❧❡5 ♣❛.'✐❝✉❧❡5 ❝❤❛.❣)❡5 ❡♥'.❛♥' ❞❛♥5 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ )❧)♠❡♥'❛✐.❡ ❡5' )❣❛❧❡
; ❧✬)♥❡.❣✐❡ '.❛♥5♣♦.')❡ ♣❛. ❧❡5 ♣❛.'✐❝✉❧❡5 ❝❤❛.❣)❡5 5♦.'❛♥' ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆✐♥5✐ *✉❛♥❞ ❝❡''❡
❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞✬)*✉✐❧✐❜.❡ ❡5' .❡5♣❡❝')❡✱ ❧❛ ❞♦5❡ ❛❜5♦.❜)❡ ♣❛. ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡5' )❣❛❧❡ ❛✉ ❦❡.♠❛ ❞❡
❝♦❧❧✐5✐♦♥ Kcol ✿
D = Kcol = φE
µen
ρ
✭✺✳✼✮
❛✈❡❝ φ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛.'✐❝✉❧❡5✱ E ❧✬)♥❡.❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛.'✐❝✉❧❡ ❡' µen/ρ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞✬❛'')♥✉❛'✐♦♥
♠❛55✐*✉❡✳
❯♥ ❢❛❝'❡✉. β '❡❧ *✉❡ D = β ×Kcol ♣♦✉. '❡♥✐. ❝♦♠♣'❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ )❣❛❧✐') ❞❡ D ❡' Kcol ❡♥
❧✬❛❜5❡♥❝❡ ❞✬)*✉✐❧✐❜.❡ )❧❡❝'.♦♥✐*✉❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✺✳✸✮ ❡5' ❞)✜♥✐✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❑❡&♠❛ ❞❡ ❝♦❧❧✐.✐♦♥ ❡0 ❞♦.❡ ❛❜.♦&❜2❡ .✉& ❧✬❛①❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&♦❢♦♥✲
❞❡✉& ❞❛♥. ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣;♥❡ ✐&&❛❞✐2 ♣❛& ✉♥ ❢❛✐.❝❡❛✉ ❧❛&❣❡ ❞❡ ❤❛✉0❡ 2♥❡&❣✐❡✳ ❈❛.
❤②♣♦0❤20✐>✉❡ .❛♥. ❛002♥✉❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡0 ❝❛. &2❛❧✐.0❡ ✭❞&♦✐0❡✮ ❬✽❪
✺✳✷✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦6❡ ♣❤♦0♦♥ ✈✐❛ ❧❡ ❚▲❊ ❞❛♥6 ●❆❚❊
❉❛♥5 ❧❛ ♠)'❤♦❞❡ ❚▲❊ ❞❛♥5 ●❆❚❊✱ ❡♥ ❈3❊✱ ♣♦✉. ✉♥ ❢❛✐5❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦'♦♥5 ♠♦♥♦)♥❡.❣❡'✐*✉❡
❞✬)♥❡.❣✐❡ E✱ ❧❛ ❞♦5❡ ❛❜5♦.❜)❡ 5✬)❝.✐.❛ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥5 ❧✬)*✉❛'✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ❬✷✺✻✱ ✷✺✼❪✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉. '♦'❛❧❡ dL ❞❡ '♦✉'❡5 ❧❡5 ♣❛.'✐❝✉❧❡5 '.❛✈❡.5❛♥' ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ )❧)♠❡♥'❛✐.❡ ❞♦♥♥) dV
❛✉'♦✉. ❞✬✉♥ ♣♦✐♥' r ❞❛♥5 ❧✬❡5♣❛❝❡ ❬✷✺✻❪ ♣❡.♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐. ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ✿
φ(r) =
dL(r)
dV
✭✺✳✽✮
❆✐♥5✐ ♣♦✉. ✉♥ ♣❤♦'♦♥ ❞♦♥♥)✱ '.❛✈❡.5❛♥' ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡5'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥'.✐❜✉'✐♦♥ ; ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❡5' ❞♦♥♥)❡ ♣❛. ❬✷✹✽✱ ✷✹✼❪ ✿
φ =
L
V
✭✺✳✾✮
❛✈❡❝ ▲ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✉ ♣❛.❝♦✉.5 ❞✉ ♣❤♦'♦♥ ❞❛♥5 ❧❡ ✈♦①❡❧ ❞♦♥♥)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ '❡❧❧❡
♠)'❤♦❞❡✱ ❧❛ ❞♦5❡ ❡5' ❞♦♥♥)❡ ♣❛. ❧❛ .❡❧❛'✐♦♥ ✿
D = φE
µen
ρ
=
ELµen
V ρ
✭✺✳✶✵✮
✶✹✻ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❈♦♥#$❛✐$❡♠❡♥# ) ❧❛ ♠+#❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❞❛♥2 ❧❛3✉❡❧❧❡ 2❡✉❧❡2 ❧❡2 2✐♠✉❧❛#✐♦♥2 ❞❡ ❝♦❧❧✐2✐♦♥ 2❡
♣$♦❞✉✐2❛♥# ❞❛♥2 ❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥#$✐❜✉❡♥# ) ❧❛ ❞♦2❡✱ ❧✬✉#✐❧✐2❛#✐♦♥ ❞✉ ❚▲❊ ♣❡$♠❡# 3✉❡ ❝❤❛3✉❡ ♣❤♦#♦♥
#$❛✈❡$2❛♥# ✉♥ ✈♦①❡❧ ❣+♥=$❡ ❧✬❡♥$❡❣✐2#$❡♠❡♥# ❞✬✉♥ ❞+♣># ❞❡ ❞♦2❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❉❡✉① ❛♣♣$♦①✐♠❛#✐♦♥2
2♦♥# ❝❡♣❡♥❞❛♥# ❢❛✐#❡2 ❞❛♥2 ❝❡##❡ ♠+#❤♦❞❡✳
❊♥ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡ ❈B❊✱ ♣♦✉$ ❧❡2 ♣❤♦#♦♥2 ❞❡ ❜❛22❡ +♥❡$❣✐❡✱ ❝❡##❡ ♠+#❤♦❞❡ ✉#✐❧✐2❡ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛✲
#✐♦♥ ❞✉ ❦❡$♠❛ ♣♦✉$ ❧❛3✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝♦♥2✐❞=$❡ 3✉❡ ❧❡2 +❧❡❝#$♦♥2 ❞+♣♦2❡♥# ❧❡✉$ +♥❡$❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥#
❛✉ 2❡✐♥ ❞✉ ✈♦①❡❧ ♦E ✐❧2 2♦♥# ♣$♦❞✉✐#2 ✭❧❡ #$❛♥2♣♦$# ▼❈ ❞❡2 ♣❛$#✐❝✉❧❡2 2❡❝♦♥❞❛✐$❡2 ♣❡✉# ❛✐♥2✐
G#$❡ ❞+2❛❝#✐✈+ ❞❛♥2 ❧❛ 2✐♠✉❧❛#✐♦♥✮✳ ❉❛♥2 ❝❡ ❝❛2✱ ❧❡2 ❞+✈✐❛#✐♦♥2 2②2#+♠❛#✐3✉❡2 ❞❡ ❧❛ ❞✐2#$✐❜✉#✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞♦2❡ ♣❡✉✈❡♥# G#$❡ ♠✐♥✐♠✐2+❡2 2✐ ❧❡ ♣❛$❝♦✉$2 ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡2 +❧❡❝#$♦♥2 2❡❝♦♥❞❛✐$❡2 $❡2#❡
✐♥❢+$✐❡✉$ ) ❧❛ $+2♦❧✉#✐♦♥ 2♣❛#✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✐♥2✐✱ ❝❡##❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛#✐♦♥ ♥✬❡2#
✈❛❧✐❞❡ 3✉❡ 2✐ ❧❡ ♣❛$❝♦✉$2 ❞❡2 +❧❡❝#$♦♥2 ❡2# ♣❧✉2 ♣❡#✐# 3✉❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ ❬✷✺✽❪✳ ▲❛ 2❡❝♦♥❞❡
❛♣♣$♦①✐♠❛#✐♦♥ $❡♣♦2❡ 2✉$ ❧✬+❣❛❧✐#+ ❞❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥#2 ❞✬❛##+♥✉❛#✐♦♥ ♠❛22✐3✉❡ ❞✬❛❜2♦$♣#✐♦♥ ✭µen✮
❡# ❞❡ #$❛♥2❢❡$# ✭µtr✮✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞❡2 ♣❤♦#♦♥2 ❞❡ ❜❛22❡ +♥❡$❣✐❡✱ ❝❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥#2 2♦♥#
❝♦♥2✐❞+$+2 +3✉✐✈❛❧❡♥#2 ❝❛$ ❧❛ ♣❡$#❡ ❞✬+♥❡$❣✐❡ $❛❞✐❛#✐✈❡ ✭❢❛❝#❡✉$ g ✭❊3✉❛#✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✮✮ ❡2# 3✉❛2✐
♥✉❧❧❡ ❞❛♥2 ❞❡2 ♠❛#+$✐❛✉① ) ❢❛✐❜❧❡ ♥✉♠+$♦ ❛#♦♠✐3✉❡ ✭Z✮ ❡# ) ❜❛22❡ +♥❡$❣✐❡ ❬✶✸✶✱ ✷✺✼✱ ✷✺✾❪✳
µen = µtr(1− g) ✭✺✳✶✶✮
❉❛♥2 ❧❡2 #✐22✉2 ❤✉♠❛✐♥2✱ ✭❝♦♠♣♦2+2 ❞✬+❧+♠❡♥#2 ❛✈❡❝ ❞❡2 ♥✉♠+$♦2 ❛#♦♠✐3✉❡2 Z ≤ 20✮✱ ❧❛
❞✐✛+$❡♥❝❡ $❡❧❛#✐✈❡ ❡♥#$❡ µtr ❡# µen $❡2#❡ ✐♥❢+$✐❡✉$❡ ) ✶✪ ♣♦✉$ ❞❡2 +♥❡$❣✐❡2 ❥✉23✉✬) ✸ ▼❡❱
♣♦✉$ ❛##❡✐♥❞$❡ ❧❡2 ✸✪ ♣♦✉$ ❞❡2 ♣❤♦#♦♥2 ❞❡ ✶✵ ▼❡❱ ❬✶✸✶❪ ✭❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✮✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❱❛❧❡✉)* ❞❡* µen/ρ ❡, µtr/ρ ❞✉ ♠✉*❝❧❡ ❡, ❞❡ ❧✬♦* ❝♦),✐❝❛❧ *❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♠♣♦*✐,✐♦♥ ❞♦♥♥4❡
♣❛) ❧❡ )❛♣♣♦), ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ✹✻ ❬✷✻✵❪ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬4♥❡)❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❬✶✸✶❪ ✲
❘❛,✐♦ ❞❡* µen ❡, µtr ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬4♥❡)❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥ ✭❞)♦✐,❡✮ ✿ ❧❡✉) ❞✐✛4)❡♥❝❡ )❡*,❡
✐♥❢4)✐❡✉)❡ H ✸✪ ❥✉*K✉✬H ✉♥❡ 4♥❡)❣✐❡ ❞❡ ✶✵ ▼❡❱
▲❛ ♠+#❤♦❞❡ ❚▲❊ ♣❡$♠❡# ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❡✣❝❛❝✐#+ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦2❡ ♣❤♦#♦♥ ❡♥#$❡ ✶✵ ❡# 10× 103
❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡2 ♣❛$❛♠=#$❡2 ❞❡ 2✐♠✉❧❛#✐♦♥✳ ❆✉❝✉♥❡ ✈❡$2✐♦♥ ❞❡ ●❆❚❊ ♥✬✐♥❝❧✉# ❝❡♣❡♥❞❛♥# ❞❡
❱❘❚ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦2❡ ♥❡✉#$♦♥✱ ❞✬♦E ❧✬✐❞+❡ ❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡$ ✉♥❡ ♠+#❤♦❞❡ ❜❛2+❡ 2✉$ ❧❡
❚▲❊ 2♣+❝✐✜3✉❡ ❛✉① ♥❡✉#$♦♥2 ✭♥❚▲❊✮✳
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✹✼
✺✳✸ ❈❛% ❞❡% ♥❡✉*+♦♥%
✺✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ♥❡✉./♦♥
▲❡" ♣❤♦&♦♥❡✉&)♦♥" ♣)♦❞✉✐&" ❡♥ )❛❞✐♦&❤-)❛♣✐❡ ❘❳ ♦♥& ❞❡" -♥❡)❣✐❡" &❤❡)♠✐2✉❡" ✭✵✱✵✷✺ ❡❱✮
: )❛♣✐❞❡" ✭✶ ▼❡❱✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦)♣" ❤✉♠❛✐♥ ❡"& ❝♦♠♣♦"- ❞❡ ✾✺✪ ❞✬❤②❞)♦❣E♥❡✱ ❞❡ ❝❛)❜♦♥❡✱
❞✬♦①②❣E♥❡ ❡& ❞✬❛③♦&❡ ❬✷✻✶❪✱ ❧❛ ❞♦"❡ ❞✉❡ ❛✉① ♥❡✉&)♦♥" "❡)❛ ❞-♣♦"-❡ ❞❛♥" ❧❡" &✐""✉" "❡❧♦♥ ❞✐✛-✲
)❡♥&" ♣)♦❝❡""✉"✳
▲❛ ❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ -❧-♠❡♥&❛✐)❡ ❛✉ ❦❡)♠❛ ❞❛♥" ❧❡" &✐""✉" ♠♦✉" ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬-♥❡)❣✐❡ ❞❡" ♥❡✉&)♦♥"
❬✷✻✷❪✳ O♦✉) ✉♥ ♥❡✉&)♦♥ ❞✬-♥❡)❣✐❡ E✱ ✉♥ &②♣❡ ❞✬❛&♦♠❡ ❝✐❜❧❡ ❡& &②♣❡ ❞✬✐♥&❡)❛❝&✐♦♥ ✉♥✐2✉❡✱ ❧❡
❦❡)♠❛ K )-"✉❧&❛♥& ❞✬✉♥❡ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡✉&)♦♥✐2✉❡ φ ❬♥✴❝♠2❪ ❞❛♥" ✉♥ ♣♦✐♥& ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡"& ❞♦♥♥-
♣❛) ❬✷✻✸❪ ✿
K = φE
µtr
ρ
= φ
NtEtrσ
m
✭✺✳✶✷✮
❛✈❡❝ σ ❧❛ "❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥&❡)❛❝&✐♦♥ ♣❛) ❛&♦♠❡ ❝✐❜❧❡✱ Nt ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❛&♦♠❡" ❝✐❜❧❡" ❞❛♥"
❧✬-❝❤❛♥&✐❧❧♦♥ ✐))❛❞✐-✱ ♠ ❧❛ ♠❛""❡ ❞❡ ❧✬-❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✱ ❛♥❞ Etr ❧✬-♥❡)❣✐❡ ❝✐♥-&✐2✉❡ &♦&❛❧❡ ❝-❞-❡ ❛✉①
♣❛)&✐❝✉❧❡" ❝❤❛)❣-❡" ♣❛) ✐♥&❡)❛❝&✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ "❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥" ❧❡" ❝♦♥❞✐&✐♦♥" ✉"✉❡❧❧❡" ❞❡ ❈O❊✱ ❧❛
❞♦"❡ ❛❜"♦)❜-❡ ❉ ❡"& ❛✐♥"✐ -❣❛❧❡ ❛✉ ❦❡)♠❛ ❑ ✿
D = K = φFn ✭✺✳✶✸✮
♦X Fn ❡"& ❧❡ ❢❛❝&❡✉) ❞❡ ❦❡)♠❛ ❬❝●② ❝♠
2
✴♥❪ ❡"& ❞-✜♥✐ &❡❧ 2✉❡ ✿
Fn = 1.602× 10−8NtEtrσ/m ✭✺✳✶✹✮
❛✈❡❝ σ ❡♥ ❬❝♠2✴✭❛&♦♠❡ ❝✐❜❧❡✮❪✱ ♠ ❡♥ ❬❣❪ ❡& Etr ❡♥ ❬▼❡❱✴♥❪✳
▲❡" ✈❛❧❡✉)" ❞❡ Fn ♣❡✉✈❡♥& ]&)❡ &)♦✉✈-❡" ❞❛♥" ❧❡ )❛♣♣♦)& ✹✻ ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ♣♦✉) ❞❡" -♥❡)❣✐❡"
❡♥&)❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱ ❡& ✷✵ ▼❡❱ ❬✷✻✸❪ ♣♦✉) ❞✐✛-)❡♥& -❧-♠❡♥&"✱ ❝♦♠♣♦"-" ❡& ♠-❧❛♥❣❡" ❝❛❧❝✉❧-" :
♣❛)&✐) ❞❡ ❧❛ ❧✐❜)❛✐)✐❡ ❞❡ "❡❝&✐♦♥" ❡✣❝❛❝❡" ❊◆❉❋✴❇✲■❱✳ ▲❡ )❛♣♣♦)& ✻✸ ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ❬✷✻✶❪ ✐♥❝❧✉&✱
♣♦✉) ❧❡" -♥❡)❣✐❡" ✐♥❢-)✐❡✉)❡" : ✷✵ ▼❡❱✱ ❞❡" ❝♦❡✣❝✐❡♥&" ❞❡ ❦❡)♠❛ ♦❜&❡♥✉" : ♣❛)&✐) ❞❡" ❧✐❜)❛✐)✐❡"
❊◆❉❋✴❇✲❱■ ❬✷✻✹❪ ❡& ✉&✐❧✐"❡ ❞❡" ❝❛❧❝✉❧" ❞❡ ♠♦❞E❧❡" ♥✉❝❧-❛✐)❡" ❛✈❛♥❝-" ❛✐♥"✐ 2✉❡ ❞❡" ❞♦♥♥-❡"
❡①♣-)✐♠❡♥&❛❧❡" ♣♦✉) ❝♦♠♣❧-&❡) ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡" ❞❡" Fn ❞❡ ✷✵ ▼❡❱ : ✶✺✵ ▼❡❱ ✭✧▲❆✶✺✵ ❞❛&❛
❧✐❜)❛)②✧ ❬✷✻✷❪✮✳ ■❧ ❡"& : ♥♦&❡) 2✉❡ ❝❡" ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛❧❝✉❧" ❞❡ Fn ❣-♥E)❡♥& ❞❡" ❢❛❝&❡✉)" ❞❡ ❦❡)♠❛
❛✈❡❝ ❞❡" ❞✐✛-)❡♥❝❡" &)E" ♣❡&✐&❡" ✭❁ ✷✪✮ ❬✷✻✺❪ ♣❛) )❛♣♣♦)& ❛✉① Fn &❛❜✉❧-" ❞❛♥" ❧❡ )❛♣♣♦)&
✹✻ ❞❡ ❧✬■❈❘❯✱ )❡♥❞❛♥& ❧✬✉&✐❧✐"❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉&)❡ ❜❛"❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡" 2✉❛"✐ -2✉✐✈❛❧❡♥&❡✳ ▲❛
❋✐❣✉)❡ ✺✳✺ ♠♦♥&)❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✉ ♠✉"❝❧❡ ❧❡" ❢❛✐❜❧❡" ❞✐✛-)❡♥❝❡" ❡♥&)❡ Fn 2✉✐ )❡"&❡♥& ✐♥❢-)✐❡✉)❡"
♦✉ -❣❛❧❡" : ✷✪✳ ❉❛♥" ❝❡ &)❛✈❛✐❧✱ ❝❡ "♦♥& ❧❡" ✈❛❧❡✉)" ❞✉ )❛♣♣♦)& ❧✬■❈❘❯ ✹✻ 2✉✐ ♦♥& -&- ✉&✐❧✐"-❡"✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞E)❡ ✉♥ "♣❡❝&)❡ ❞❡ ♥❡✉&)♦♥" ❝♦♥&✐♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐"&)✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ❞✐✛-✲
)❡♥&✐❡❧❧❡ φ′(E) ❬♥·❝♠−2·▼❡❱−1❪✱ ❧❛ ❝♦♥&)✐❜✉&✐♦♥ ❛✉ ❦❡)♠❛ ♣❛) ❧❡" j✲&②♣❡ ❞✬✐♥&❡)❛❝&✐♦♥" ❛✈❡❝
❧❡" i &②♣❡" ❞✬❛&♦♠❡" ❡"& ❞♦♥♥-❡ ♣❛) ❬✶✸✶❪ ✿
Kij = 1, 602× 10−8
Ni
m
∫ Emax
0
φ′(E) σij(E) [Etr(E)]ij dE ✭✺✳✶✺✮
❛✈❡❝ Ni/m ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❛&♦♠❡" ❝✐❜❧❡" ❞❡ &②♣❡ i ♣❛) ❣)❛♠♠❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉✱ σij(E) ❧❛ "❡❝&✐♦♥
❡✣❝❛❝❡ ❞❡" j✲&②♣❡" ❞✬✐♥&❡)❛❝&✐♦♥" ❛✈❡❝ ❧❡" i✲&②♣❡" ❞✬❛&♦♠❡" ♣❛) -♥❡)❣✐❡ ❞❡ ♥❡✉&)♦♥ E✱ ❡&
[Etr(E)]ij ❧✬-♥❡)❣✐❡ ❝✐♥-&✐2✉❡ &♦&❛❧❡ &)❛♥"❢-)-❡ ❛✉① ♣❛)&✐❝✉❧❡" ❝❤❛)❣-❡" ♣❛) &②♣❡✲j ❞✬✐♥&❡)❛❝&✐♦♥
✶✹✽ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉() ❞❡) Fn ❡①,(❛✐,❡) ❞✉ (❛♣♣♦(, ✻✵ ✭■❈❘❯ ✻✵✮ ❡, ✹✻ ✭■❈❘❯ ✹✻✮ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✉
♠✉)❝❧❡ )<✉❡❧❡,,✐<✉❡ )❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♠♣♦)✐,✐♦♥ ❞♦♥♥=❡ ♣❛( ❧❡ (❛♣♣♦(, ✹✻ ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ❬✷✻✵❪
✭❣❛✉❝❤❡✮ ✲ ❘❛♣♣♦(,) ❞❡) Fn ❡①,(❛✐,) ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ✻✸ ❡, ✹✻ ✭FnICRU63/FnICRU46✮ ❞❛♥) ❧❡
❝❛) ❞✉ ♠✉)❝❧❡ )<✉❡❧❡,,✐<✉❡ ✭❞(♦✐,❡✮
❛✈❡❝ ❧❡% &②♣❡%✲i ❞✬❛&♦♠❡% ♣❛. ♥❡✉&.♦♥ ❞✬1♥❡.❣✐❡ E✳
❆✈❡❝ ❧❡% ♠6♠❡% ✉♥✐&1% 7✉❡ ❧✬17✉❛&✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮✱ Kij ❬❝●②❪ ♣❡✉& 6&.❡ %♦♠♠1 %✉. &♦✉% ❧❡% ❛&♦♠❡%
i ❡& &♦✉&❡% ❧❡% ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥% j ♣♦✉. ♦❜&❡♥✐. ❧❡ ❦❡.♠❛ ✭♦✉ ❞♦%❡✮ ❞✉ C &♦✉% ❧❡% &②♣❡% ❞✬✐♥&❡.❛❝&✐♦♥
❡& ❞✬❛&♦♠❡% ❝✐❜❧❡% ✿
D = K =
∑
i
∑
j
Kij ✭✺✳✶✻✮
✺✳✸✳✷ ❖%✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦.❡ ♥❡✉0%♦♥ ❞❛♥. ❧❡. 0✐..✉.
▲❛ ♠✐%❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉&✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♥1❝❡%%✐&❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐&.❡ ❧❡% &②♣❡% ❞✬✐♥&❡.❛❝&✐♦♥%
❛✐♥%✐ 7✉❡ ❧❛ ♥❛&✉.❡ ❞❡% ♣❛.&✐❝✉❧❡% %❡❝♦♥❞❛✐.❡% 7✉✐ ✈♦♥& 6&.❡ .❡%♣♦♥%❛❜❧❡% ❞❡% ❞1♣G&% ❞❡ ❞♦%❡
❞❛♥% ❧❡% &✐%%✉% ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝❡.♥❡. ❧❡% 1✈❡♥&✉❡❧❧❡% %♦✉.❝❡% ❞✬❡..❡✉.% ♣♦✉✈❛♥& ♣.♦✈❡♥✐. ❞❡%
❤②♣♦&❤K%❡% ❢❛✐&❡% ❞❛♥% ❧❛ ♠1&❤♦❞❡ ❚▲❊ %✉. ❧❛ ♣.1❝✐%✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡✳
✺✳✸✳✷✳✶ ❉&♣() ❞❡ ❞♦-❡ ❞❛♥- ❧❡- )✐--✉- ❤✉♠❛✐♥-
O♦✉. ❧❡% ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥% ❞❡% ♥❡✉&.♦♥% ❞❛♥% ❧❡% &✐%%✉% ❤✉♠❛✐♥%✱ ❧❡% ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡% .1❛❝&✐♦♥% ❞❡%
♥❡✉&.♦♥% &❤❡.♠✐7✉❡% ❡& .❛♣✐❞❡% ❞♦✐✈❡♥& 6&.❡ ♣.✐%❡% ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ✭❋✐❣✉.❡ ✺✳✻✮✳
◆❡✉)6♦♥- )❤❡6♠✐7✉❡-
O♦✉. ❧❡% .1❛❝&✐♦♥% ❞❡% ♥❡✉&.♦♥% &❤❡.♠✐7✉❡%✱ ❧❡% ❞❡✉① ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡% ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥% ❞❛♥% ❧❡% &✐%%✉%
%♦♥& ✿
✖ ❧❛ ❝❛♣&✉.❡ ❞✉ ♥❡✉&.♦♥ ♣❛. ❧✬❛③♦&❡✱
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❈✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞1❣❛❣❡♠❡♥& ❞✬1♥❡.❣✐❡ ❝✐♥1&✐7✉❡
❊tr ❂ ✵✱✻✷ ▼❡❱ ♣❛.&❛❣1 ❡♥&.❡ ❧❡ ♣.♦&♦♥ ✭✵✱✺✽ ▼❡❱✮ ❡& ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ .❡❝✉❧ ✭✵✱✵✹ ▼❡❱✮
✖ ❧❛ ❝❛♣&✉.❡ ❞✉ ♥❡✉&.♦♥ ♣❛. ❧✬❤②❞.♦❣K♥❡✱
1
❍✭♥✱γ✮2❍ ❛✈❡❝ 1♠✐%%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦&♦♥ ❞❡ ✷✱✷ ▼❡❱
O♦✉. ❧❛ .1❛❝&✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣&✉.❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛③♦&❡✱ ❧❡ ♣❛.❝♦✉.% ❞✉ ♣.♦&♦♥ %❡❝♦♥❞❛✐.❡ 1&❛♥& ❞✬❡♥✈✐.♦♥
✶✵ ➭m✱ ❧❡ ❈O❊ ❡①✐%&❡ ❡& K = D ✭♠6♠❡ ❞❛♥% ❞❡ ❢❛✐❜❧❡% ✈♦❧✉♠❡% ❞❡ &✐%%✉✮✳
▲❡% ♥❡✉&.♦♥% &❤❡.♠✐7✉❡% ♦♥& ✉♥❡ ♣.♦❜❛❜✐❧✐&1 ♣❧✉% ✐♠♣♦.&❛♥&❡ ❞❡ ❝❛♣&✉.❡ ❞❛♥% ❧❡% &✐%%✉%
♠♦✉% ♣❛. ❧❡% ❛&♦♠❡% ❞✬❤②❞.♦❣K♥❡ 7✉❡ ♣❛. ❧❡% ❛&♦♠❡% ❞✬❛③♦&❡✳ ❈❡❝✐ ❡%& ❞✉ ❛✉ ❢❛✐& 7✉❡ ♠6♠❡
%✐ σH = 3, 32× 10−25 ❝♠2✴❛&♦♠❡% < σN = 1, 84× 10−24 ❝♠2✴❛&♦♠❡%✱ ❧❛ 7✉❛♥&✐&1 ❞✬❛&♦♠❡%
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✹✾
❞✬❍ ❡$% ✹✵ ❢♦✐$ ♣❧✉$ ♣❧✉$ ✐♠♣♦/%❛♥%❡ 2✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆ ❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$✳ ▲✬7♥❡/❣✐❡ ❞❡$ ♣❤♦%♦♥$
❣7♥7/7$ ♣❛/ ❝❛♣%✉/❡ ✭✷✱✷ ▼❡❱✮ ♥❡ ✈❛ ♣❛$ ❞✐/❡❝%❡♠❡♥% ❝♦♥%/✐❜✉❡/ ❛✉ ❦❡/♠❛ ♣✉✐$2✉❡ ❧❡$ ♣❤♦%♦♥$
❞♦✐✈❡♥% ❞✬❛❜♦/❞ ✐♥%❡/❛❣✐/ ❛✈❡❝ ❧❡$ ♣❛/%✐❝✉❧❡$ ❝❤❛/❣7❡$ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦✉/ ♣/♦❞✉✐/❡ ✉♥ ❦❡/♠❛✳
❆✐♥$✐✱ $✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥$✐❞D/❡ ✉♥❡ ♠❛$$❡ ❞❡ %✐$$✉ $✉✣$❛♠♠❡♥% ♣❡%✐%❡ ♣♦✉/ ♣❡/♠❡%%/❡ ❧❛ ❢✉✐%❡ ❞❡
%♦✉$ ❧❡$ ♣❤♦%♦♥$✱ ❧❡ ❦❡/♠❛ ❞✉ ❛✉① ♥❡✉%/♦♥$ %❤❡/♠✐2✉❡$ $❡/❛ $❡✉❧❡♠❡♥% ❝❡❧✉✐ /7$✉❧%❛♥% ❞❡$
✐♥%❡/❛❝%✐♦♥$ ✭♥✱♣✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛③♦%❡✳ ❉❛♥$ ❞❡$ ♠❛$$❡$ ❞❡ %✐$$✉$ ♣❧✉$ ✐♠♣♦/%❛♥%❡$✱ ❧❡$ ♣❤♦%♦♥$ ❛✉/♦♥%
♣❧✉$ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬I%/❡ /7❛❜$♦/❜7$ ❛✈❛♥% ❧❡✉/ ❢✉✐%❡✱ ❝♦♥%/✐❜✉❛♥% ❛✐♥$✐ ❛✉ ❦❡/♠❛✳ ▲❡ ❝♦/♣$ ❤✉♠❛✐♥
❡$% ❞❡ %❛✐❧❧❡ ✐♥%❡/♠7❞✐❛✐/❡✱ ♠❛✐$ $✉✣$❛♠♠❡♥% ✐♠♣♦/%❛♥%❡ ♣♦✉/ 2✉❡ ❧❛ /7❛❝%✐♦♥
1
❍✭♥✱γ✮2❍
❞♦♠✐♥❡ ❧❛ ♣/♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❦❡/♠❛ ✭❡% ❞❡ ❞♦$❡✮ ♥♦♥ $❡✉❧❡♠❡♥% ♣♦✉/ ❧❡$ ♥❡✉%/♦♥$ %❤❡/♠✐2✉❡$
♠❛✐$ ❛✉$$✐ ❝❡✉① ❞✬7♥❡/❣✐❡ ✐♥%❡/♠7❞✐❛✐/❡ ❝❛/ ✐❧$ ✈♦♥% ♣/♦❣/❡$$✐✈❡♠❡♥% $❡ %❤❡/♠❛❧✐$❡/ ❞❛♥$ ❧❡
❝♦/♣$✳
▼❛❧❣/7 ❧✬✐♠♣♦/%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣/✐$❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%/✐❜✉%✐♦♥ ❞❡$ ♣❤♦%♦♥$ $❡❝♦♥❞❛✐/❡$ ✭2✉✐
✈❛/✐❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/% J ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬7❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ %✐$$✉❧❛✐/❡ ❝♦♥$✐❞7/7❡✮ ♣♦✉/ ❛✈♦✐/ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡
❞♦$❡ ❧❛ ♣❧✉$ ♣/7❝✐$❡✱ ♣❧✉$✐❡✉/$ ❛✉%❡✉/$ ❬✶✼✸✱ ✷✻✻❪ ♥❡ ❧❛ ♣/❡♥♥❡♥% ♣❛$ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❛♥$ ❧❡✉/$
$✐♠✉❧❛%✐♦♥$✳ ❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ♥♦%/❡ ♠7%❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡%%❡ ❞♦$❡ ♣❤♦%♦♥✐2✉❡ $❡/❛ ♣/✐$❡ ❡♥
❝♦♠♣%❡ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐/ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❞♦$❡ ❧❛ ♣❧✉$ ♣/7❝✐$❡ ❡% /7❛❧✐$%❡ ♣♦$$✐❜❧❡✳
◆❡✉#$♦♥' $❛♣✐❞❡'
R♦✉/ ❧❡$ ♥❡✉%/♦♥$ ❞✬7♥❡/❣✐❡ $✉♣7/✐❡✉/❡ J ✶✵
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▼❡❱✱ ❧❡ ❦❡/♠❛ ❡$% ♣/❡$2✉❡ ✐♥%7❣/❛❧❡♠❡♥% ❞✉
❛✉① ❝♦❧❧✐$✐♦♥$ 7❧❛$%✐2✉❡$ ❞❡$ ♥❡✉%/♦♥$ $✉/ ❧❡$ ❛%♦♠❡$ ❞✬❤②❞/♦❣D♥❡ ✭72✉❛%✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮✮✳ ▲✬7♥❡/❣✐❡
♠♦②❡♥♥❡ %/❛♥$❢7/7❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ♣❡✉% I%/❡ ❛♣♣/♦①✐♠7❡ ✭❝❛$ ❞❡ ❞✐✛✉$✐♦♥ ✐$♦$%/♦♣❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❡♥%/❡
❞❡ ♠❛$$❡✮ ♣❛/ ✿
Etr = E
2MaMn
(Ma +Mn)2
✭✺✳✶✼✮
❆✈❡❝ E ❧✬7♥❡/❣✐❡ ❞✉ ♥❡✉%/♦♥✱ Ma ❧❛ ♠❛$$❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡✱ Mn ❧❛ ♠❛$$❡ ❞✉ ♥❡✉%/♦♥✳ R♦✉/
❧❡$ ♣/♦%♦♥$ ❞❡ /❡❝✉❧✱ Etr ❂ E/2 ❛✈❡❝ ❞❡$ ✈❛❧❡✉/$ ❞✬Etr ❡♥%/❡ ✵ ✭♣♦✉/ ❧❡$ ♣/♦%♦♥$ ❞✐✛✉$❛♥% J
✾✵✝✮ J Etr ❂ ❊ ♣♦✉/ ❧❡$ ❝♦❧❧✐$✐♦♥$ ❢/♦♥%❛❧❡$✳ R♦✉/ ❧❡$ ❛✉%/❡$ ❛%♦♠❡$ ♣/7$❡♥%$ ❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$✱
❧✬7♥❡/❣✐❡ %/❛♥$❢7/7❡ $❡/❛ Etr ❂ ✵✱✶✹✷E ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛/❜♦♥❡✱ ✵✱✶✷✹E ♣♦✉/ ❧✬❛③♦%❡✱ ❡% ✵✱✵✽✸E ♣♦✉/
❧✬♦①②❣D♥❡✳
✺✳✸✳✷✳✷ ❱❛❧✐❞✐#2 ❞✉ ❈4❊ ❡# ❞❡ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛#✐♦♥ ❞✉ ❦❡$♠❛ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬7♥❡/❣✐❡ ❞❡$ ♥❡✉%/♦♥$ $❡❝♦♥❞❛✐/❡$ ♣/♦❞✉✐%$ ❛✉%♦✉/ ❞❡$ ❛❝❝7❧7/❛%❡✉/$
❧✐♥7❛✐/❡$ ❡♥ /❛❞✐♦%❤7/❛♣✐❡✱ ♣♦✉/ %♦✉%❡$ ❧❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥%❡$ ❞❡ ❞♦$❡ ❤♦/♠✐$ ❧❛ ❞♦$❡ ♣❤♦%♦♥✱ ❧❡
♣❛/❝♦✉/$ ❞❡$ ♣❛/%✐❝✉❧❡$ ❝❤❛/❣7❡$ /❡$♣♦♥$❛❜❧❡$ ❞❡$ ❞7♣\%$ ❞❡ ❞♦$❡ ❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$ /❡$%❡ ✐♥❢7✲
/✐❡✉/ J ❧❛ /7$♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦①7❧✐$❛%✐♦♥ ❣7♥7/❛❧❡♠❡♥% ✉%✐❧✐$7❡ ✭✶ ♠♠✮ ♣♦✉/ ❧❡$ ❝❛❧❝✉❧$ ❞❡ ❞♦$❡✳
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣/♦①✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦$❡ ♣❛/ ❧❡ ❦❡/♠❛ ❡$% ❞♦♥❝ ♣♦$$✐❜❧❡✳
❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡$ 7❧❡❝%/♦♥$ 7♥❡/❣7%✐2✉❡$ 2✉✐ ♣❡✉✈❡♥% I%/❡ ♠✐$ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ✈✐❛ ❧✬✐♥%❡/❛❝%✐♦♥
❞❡$ ♣❤♦%♦♥$ $❡❝♦♥❞❛✐/❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$ ♣❡✉✈❡♥% ❛✈♦✐/ ❞❡$ ♣❛/❝♦✉/$ $✉♣7/✐❡✉/$ J ✶ ❝♠✱ ❞♦♥❝
$✉♣7/✐❡✉/$ J ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡$ ✈♦①❡❧$ ❣7♥7/❛❧❡♠❡♥% ✉%✐❧✐$7$✳ ❊♥ ❡✛❡% $✐ ❧✬♦♥ ♣/❡♥❞ ♣♦✉/ ❡①❡♠♣❧❡
❧❡$ ♣❤♦%♦♥$ ❞❡ ✷✱✷ ▼❡❱ ♣/♦❞✉✐%$ ♣❛/ ❝❛♣%✉/❡ ❞❡$ ♥❡✉%/♦♥$ ♣❛/ ❧✬❤②❞/♦❣D♥❡✱ ❧❡✉/ ✐♥%❡/❛❝%✐♦♥
❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$ ✈❛ ❣7♥7/❡/ ❧❛ ♣/♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬7❧❡❝%/♦♥$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 7♥❡/❣✐❡ ❥✉$2✉✬J ✷ ▼❡❱ ✭❝♦//❡$✲
♣♦♥❞❛♥% J ❧✬7♥❡/❣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡$ 7❧❡❝%/♦♥$ ❈♦♠♣%♦♥ ♣/♦❞✉✐%$ ♣❛/ ❧❡$ ♣❤♦%♦♥$ ❞❡ ✷✱✷ ▼❡❱✮✳
▲❡ ♣❛/❝♦✉/$ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❡$ 7❧❡❝%/♦♥$ ❡$% ❡$%✐♠7 ♣❛/ $✐♠✉❧❛%✐♦♥ J ✶ ❝♠ ❞❛♥$ ❧❡$ %✐$$✉$✱ ❛✈❡❝
✉♥ ♣❛/❝♦✉/$ ♠♦②❡♥ ❞✬❡♥✈✐/♦♥ ✺ ♠♠ ✭❋✐❣✉/❡ ✺✳✼✮✱ ❝❡ 2✉✐ /❡$%❡ $✉♣7/✐❡✉/ J ❧❛ /7$♦❧✉%✐♦♥ $♣❛✲
✶✺✵ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ ❘%❛❝(✐♦♥, ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡, ❞❡, ♥❡✉(.♦♥, .❡,♣♦♥,❛❜❧❡, ❞✉ ❞%♣4( ❞❡ ❞♦,❡ ❞❛♥, ❧❡, (✐,,✉,
 ✐❛❧❡ ❞❡& ✈♦❧✉♠❡& ✈♦①,❧✐&,& ✉ ✐❧✐&,& ❞❛♥& ❝❡  /❛✈❛✐❧✳ ▲❡& ❤②♣♦ ❤5&❡& ❞❡ ❧✬,7✉✐❧✐❜/❡ ❞❡& ♣❛/ ✐❝✉❧❡&
❝❤❛/❣,❡& ❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛ ✐♦♥ ❞✉ ❦❡/♠❛ ❞❛♥& ❝❤❛7✉❡ ✈♦①❡❧ ♥❡ ♣♦✉//♦♥ ❞♦♥❝ ♣❛&  ♦ ❛❧❡♠❡♥ 
; /❡ /❡&♣❡❝ ,❡&✱ ❝❡ 7✉✐ ♣♦✉//❛ ♣♦ ❡♥ ✐❡❧❧❡♠❡♥ ; /❡ /❡&♣♦♥&❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✭❧,❣5/❡✮ &✉/❡& ✐♠❛ ✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞♦&❡ ❞❛♥& ❧❡& ✈♦①❡❧& ♣❛/ ❧✬❛❧❣♦/✐ ❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦&❡ ♥❡✉ /♦♥ ❞,✈❡❧♦♣♣,✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✼ ✕ ❙♣❡❝(.❡ %♥❡.❣%(✐8✉❡ ❞❡, %❧❡❝(.♦♥, ♣.♦❞✉✐(, ♣❛. ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ▼❈ ❞✬✉♥❡ ✐..❛❞✐❛(✐♦♥ ❞✬✉♥
❢❛♥(4♠❡ ❞❡ (✐,,✉ ✭■❈❘❯ ✹✻ ❬✷✻✵❪✮ ♣❛. ❞❡, ❢❛✐,❝❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉(.♦♥, ❞❡ ❞✐✛%.❡♥(❡, %♥❡.❣✐❡,
✭❣❛✉❝❤❡✮ ✲ ▲♦♥❣✉❡✉. ❞❡ ❧❛ ❞✐,(❛♥❝❡ ♣❛.❝♦✉.✉❡ ♣❛. ❧❡, %❧❡❝(.♦♥, ♣.♦❞✉✐(, ❞❛♥, ❝❡ ♠L♠❡
❢❛♥(4♠❡ ✭❞.♦✐(❡✮
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✺✶
✺✳✹ ■♠♣❧'♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ❚▲❊ ♥❡✉*3♦♥ ✭♥❚▲❊✮ ❞❛♥6 ●❆❚❊
✺✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥-.✐❜✉-✐♦♥ ♥❡✉-.♦♥✐1✉❡ ❞✐.❡❝-❡ 2 ❧❛ ❞♦3❡ ✿ ❢❛❝-❡✉.3 ❞❡
❦❡.♠❛
✺✳✹✳✶✳✶ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡- ❢❛❝(❡✉%- ❞❡ ❦❡%♠❛ ❡♥(%❡ ✵✱✵✷✺✸ ❡❱ ❡( ✷✾ ▼❡❱
❈♦♠♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞❡' ♣❤♦,♦♥' ❞❡ ❜❛''❡ .♥❡/❣✐❡✱ ♣♦✉/ ✉♥ ♥❡✉,/♦♥ ,/❛✈❡/'❛♥, ✉♥ ✈♦❧✉♠❡
V ✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡',✐♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦'❡ ❡', ❞♦♥♥.❡ ♣❛/ ❧✬.6✉❛,✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ✭❛✈❡❝ φ = L/V ) ✿
D =
L
V
Fn ✭✺✳✶✽✮
?♦✉/ ♣/♦❝.❞❡/ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡ ♥❡✉,/♦♥✱ ❞❡' ,❛❜❧❡' ❞❡ ❢❛❝,❡✉/' ❞❡ ❦❡/♠❛ ♦♥, .,. ❣.♥./.❡'
♣♦✉/ ❧❡' ❞✐✛./❡♥,' .❧.♠❡♥,' ❡, ,✐''✉' ❤✉♠❛✐♥' ❝♦♥,❡♥✉' ❞❛♥' ❧❡ /❛♣♦/, ✹✻ ❞❡ ❧✬■❈❘❯ ❬✷✻✸❪ ♣♦✉/
✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬.♥❡/❣✐❡ ❡♥,/❡ ✵✱✵✷✺✸ ❡❱ ❡, ✷✾ ▼❡❱✳ ❉❛♥' ❝❡, ✐♥,❡/✈❛❧❧❡ ❞✬.♥❡/❣✐❡✱ ❧❡' ✈❛❧❡✉/'
❞❡ Fn ♥♦♥ ,❛❜✉❧.❡' '♦♥, ♦❜,❡♥✉❡' ♣❛/ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐/❡ ❝♦♠♠❡ ♣/.❝♦♥✐'. ♣❛/ ❈❤❛❞✇✐❝❦
❡, ❛❧ ❬✷✻✷❪✳
▲❛ ♣/.❝✐'✐♦♥ ❞❡ ❝❡' ❢❛❝,❡✉/' ❞❡ ❦❡/♠❛ ❡', ❡',✐♠.❡ R ❬✷✻✵❪ ✿
✖ E < ✶✵ ▼❡❱ ✿ ✶✪ ♣♦✉/ ❧✬❤②❞/♦❣V♥❡ ❡, ✺✪ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛/❜♦♥❡✱ ❧✬❛③♦,❡ ❡, ❧✬♦①②❣V♥❡✳
✖ ✶✵ ▼❡❱ ≤ E ≤ ✸✵ ▼❡❱ ✿ ✶ R ✷ ✪ ♣♦✉/ ❧✬❤②❞/♦❣V♥❡ ❡, ✶✵ R ✷✺ ✪ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛/❜♦♥❡✳ ?♦✉/
❧✬❛③♦,❡ ❡, ❧✬♦①②❣V♥❡ ❧❡' ✐♥❝❡/,✐,✉❞❡' ♣♦✉//❛✐❡♥, Y,/❡ ♣❧✉' .❧❡✈.❡' R ❝❡/,❛✐♥❡' .♥❡/❣✐❡'✳
✺✳✹✳✶✳✷ ❚%❛✐(❡♠❡♥( ❞❡- ❢❛❝(❡✉%- ❞❡ ❦❡%♠❛ ♣♦✉% E < 0,0253 ❡❱
❈♦♠♠❡ ❧❡' Fn '♦♥, ❝❛❝✉❧.' ♣♦✉/ ✉♥❡ .♥❡/❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱✱ ✉♥ ♣/♦❜❧V♠❡ ✐♠♣♦/,❛♥,
/❡',❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ,/❛✐,❡♠❡♥, ❞❡' ♥❡✉,/♦♥' ❛✈❡❝ ✉♥❡ .♥❡/❣✐❡ ✐♥❢./✐❡✉/❡ R ✵✱✵✷✺ ❡❱✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❛✈❡❝
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❍ ✷✳✷ ✵✳✸✸✷✻ 2.13× 10−2 6.09× 1022
❈
✶✳✸ ✵✳✵✵✶✷ 7.77× 10−6
6.17× 1021
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❉❡* *♦✉"❝❡* ❞❡ ♥❡✉ "♦♥* ♣❧❛♥❡* ♠♦♥♦.♥❡"❣. ✐8✉❡* ✭✵✱✵✷✺ ❡❱✱ ✶ ▼❡❱ ❡ ✶✵ ▼❡❱✮ ♦♥ . .
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♣♦✉) ❧❡+ ()❛✐(❡♠❡♥(+ . ✶✺ ▼❱✮✳ ▲❛ ❧-(❤❛)❣✐❡ ❞❡+ ♥❡✉()♦♥+ ❛ -(- ♥♦)♠❛❧✐+-❡ . ✶ ●② ❞❡
❞♦+❡ ♣❤♦(♦♥ . ❧✬✐+♦❝❡♥()❡ ❬✶✽✶❪
❘❛"✐♦ ❞❡' ✐♥❝❡*"✐"✉❞❡'
 ♦✉# ♠❡&✉#❡# ❧❡& ❞✐✛+#❡♥❝❡& ❡♥ .❡#♠❡ ❞✬✐♥❝❡#.✐.✉❞❡& &.❛.✐&.✐1✉❡& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡ ♣❛#❛✲
♠4.#❡& ❞❡ &✐♠✉❧❛.✐♦♥ ✐❞❡♥.✐1✉❡&✱ ❞❡& ❝❛#.❡& #❡♣#+&❡♥.❛♥. ❧❡& #❛.✐♦ ❞❡& ✐♥❝❡#.✐.✉❞❡& &.❛.✐&.✐1✉❡&
✭rAnalog/nTLE✮ 8 .♦✉.❡& ❧❡& +♥❡#❣✐❡& &✐♠✉❧+❡& ♦♥. +.+ #+❛❧✐&+❡& .❡❧ 1✉❡ ✿
rAnalog/nTLE =
σAnalog
σnTLE
✭✺✳✷✺✮
❛✈❡❝ σAnalog ❧✬✐♥❝❡#.✐.✉❞❡ &.❛.✐&.✐1✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦&❡ ♣❛# ❧❛ ♠+.❤❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡. σnTLE
❧✬✐♥❝❡#.✐.✉❞❡ &.❛.✐&.✐1✉❡ ❞✉ ♥❚▲❊✳
▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬+✈4♥❡♠❡♥.& Nt ♥+❝❡&&❛✐#❡ ♣♦✉# ♦❜.❡♥✐# ✉♥❡ ✐♥❝❡#.✐.✉❞❡ &.❛.✐&.✐1✉❡ ❞✬❡♥✈✐#♦♥
σt ❡&. ❬✷✺✸❪ ✿
Nt =
(
σi
σt
)2
Ni ✭✺✳✷✻✮
❛✈❡❝ σi ❡. σt ❧❡& +❝❛#.✲.②♣❡✱ Ni ❡. Nt ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬+✈4♥❡♠❡♥.& &✐♠✉❧+&✳
▲❡ #❛.✐♦ Nt/Ni ♣❡✉. ❢❛❝✐❧❡♠❡♥. L.#❡ #❡❧✐+ ❛✉ ❣❛✐♥ ❡♥ .❡♠♣& ❞❡ &✐♠✉❧❛.✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉. ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥. ♥♦.❡# 1✉❡ ❝❡& ✈❛❧❡✉#& ❞♦✐✈❡♥. L.#❡ ❝♦##✐❣+❡& ❡♥ #❛✐&♦♥ ❞✉ ❢❛✐. 1✉❡ ❧❡ ♥❚▲❊ ♥+❝❡&&✐.❡
❡♥✈✐#♦♥ ✶✵✪ ❞❡ .❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♣❧✉& ❝♦♠♣❛#+ 8 ❧❛ ♠+.❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉# ✉♥❡ ❣#❛✐♥❡
✐❞❡♥.✐1✉❡✳
✺✳✻ ❘$%✉❧(❛(%
✺✳✻✳✶ ❱♦❧✉♠❡* *✐♠♣❧❡* ❤♦♠♦❣/♥❡*
✺✳✻✳✶✳✶ ❱♦❧✉♠❡' ❝✉❜✐4✉❡'
▲❡& ❞✐✛+#❡♥❝❡& ❡♥ .❡#♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦&❡ ❡♥.#❡ ❧❡& ❞✐✛+#❡♥.❡& ♠+.❤♦❞❡& &♦♥. #❡♣#+&❡♥.+&
&✉# ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✺✳✶✷✳ ▲❡& ❞♦&❡& ❝❛❧❝✉❧+❡& ♣❛# ❧❛ ♠+.❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♣✉✐& ♣❛# ❧❡ ♥❚▲❊ &❛♥&
❝♦##❡❝.✐♦♥ ♣❤♦.♦♥✱ ❛✈❡❝ ❝♦##❡❝.✐♦♥ ♣❤♦.♦♥ ❛♥❛❧②.✐1✉❡ ✭&❡❝.✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✶✮ ❡. ❛✈❡❝ ❝♦##❡❝.✐♦♥
♣❤♦.♦♥ ❚▲❊ ✭&❡❝.✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✷✮ &♦♥. #❡&♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. #❡♣#+&❡♥.+❡& ♣❛# ✉♥❡ +.♦✐❧❡✱ ✉♥ ❝❛##+✱ ✉♥
❝❡#❝❧❡ ❡. ✉♥ .#✐❛♥❣❧❡✳ ■❧ ❛♣♣❛#❛✐. ❝❧❛✐#❡♠❡♥. 8 ♣❛#.✐# ❞❡ ❝❡& ✜❣✉#❡& 1✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛#. ❧❛ ❞♦&❡
♣❤♦.♦♥ ❞♦✐. L.#❡ ♣#✐&❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛& &♦✉&✲❡&.✐♠❡# ❧❛ ❞♦&❡ ❞+♣♦&+❡ ♣❛# ❧❡& ♥❡✉.#♦♥&✱
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✶✻✵ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
❞♦"❡ ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✸✵✪✳ ▲✬❛♥❛❧②"❡ ❞✉ "♣❡❝4(❡ ❞❡ ♣❤♦4♦♥" ❣7♥7(7 ❞❛♥" ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥47(94 ✭❡♥
❡①❝❧✉❛♥4 ❧❡" ♣❤♦4♦♥" ❞✉" < ❧❛ ❝❛♣4✉(❡ ❞❡" ♥❡✉4(♦♥" ♣❛( ❍✮ ❛ ♠♦♥4(7 ?✉❡ ❝❡44❡ ❞✐✛7(❡♥❝❡
❡"4 ❞✉❡ ❛✉① ❛✉4(❡" ♣(♦❝❡""✉" ❞✬✐♥4❡(❛❝4✐♦♥ 4❡❧" ?✉❡ ❧❡ ❜(❡♠""4(❛❤❧✉♥❣✱ ❧❛ ❝(7❛4✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐(❡
❡4 ❧❡" ♣❤♦4♦♥" ❈♦♠♣4♦♥✳ ▲✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡" ♣❤7♥♦♠D♥❡" ❣7♥D(❡♥4 ❧✬❛♣♣❛(✐4✐♦♥ ❞✬✉♥ "♣❡❝4(❡
❝♦♥4✐♥✉ ❞❡ ♣❤♦4♦♥" ❞❡ ❞✐✛7(❡♥4❡" 7♥❡(❣✐❡" ✭❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✸✮ ?✉✐ ♥❡ "♦♥4 ♣❛" ♣(✐" ❡♥ ❝♦♠♣4❡ ♣❛(
❧❛ ❝♦((❡❝4✐♦♥ ❛♥❛❧②4✐?✉❡ ✭?✉✐ ♥❡ ❝♦♥"✐❞D(❡ ?✉❡ ❧❡" ♣❤♦4♦♥" ❞❡ ✷✱✷ ▼❡❱ ♣(♦❞✉✐4" ♣❛( ❝❛♣4✉(❡
"✉( ❧✬❍✮ ✐♥❞✉✐"❛♥4 ❛✐♥"✐ ✉♥❡ "♦✉" ❡"4✐♠❛4✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦"❡ ♣❤♦4♦♥ ♣❛( ❧❛ ♠74❤♦❞❡
❛♥❛❧②4✐?✉❡✳
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡" (7"✉❧4❛4"✱ ❧❛ ❝♦((❡❝4✐♦♥ ♣❤♦4♦♥ ❚▲❊ ❛ 747 ❝❤♦✐"✐❡ ❞❡ ❢❛O♦♥ ❡①❝❧✉"✐✈❡ ♣♦✉( ❧❡
(❡"4❡ ❞❡ ♥♦4(❡ 4(❛✈❛✐❧✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✸ ✕ ❙♣❡❝)*❡ ❡♥ ,♥❡*❣✐❡ ❞❡0 ♣❤♦)♦♥0 ♣*♦❞✉✐)0 ❞❛♥0 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✵✱✶ ♠
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❞❡ ♠✉0❝❧❡ ❞❛♥0 ❧❛
♠:♠❡ ❝♦♥✜❣✉*❛)✐♦♥ ❞✬✐**❛❞✐❛)✐♦♥ =✉❡ ❧❛ ❋✐❣✉*❡ ✺✳✶✷
✺✳✻✳✶✳✷ ❱♦❧✉♠❡ ♣❛-❛❧❧.❧.♣✐♣.❞✐1✉❡ 2❡❣♠❡♥5.
❆✈❡❝ ❝❡44❡ ❝♦♥✜❣✉(❛4✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛(❛✐"♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦"❡ ♣❛( ❧❡ ♥❚▲❊ ❡4 ❧❛ ♠74❤♦❞❡
▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ < ❞✐✛7(❡♥4❡" ♣(♦❢♦♥❞❡✉("✱ ♣❛( ♣❛" ❞❡ ✵✱✵✺ ♠♠ ❞✬✉♥ ❢❛♥4Q♠❡ ❞❡ 4✐""✉✱ ❛ 747
(7❛❧✐"7❡ ♣♦✉( ❞❡" 7♥❡(❣✐❡" ❞❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱✱ ✶ ▼❡❱ ❡4 ✶✵ ▼❡❱✳ ▲❡" (7"✉❧4❛4" "♦♥4 (❡♣(7"❡♥47" "✉(
❧❛ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✹✳ ■❧ ❛♣♣❛(❛✐4 ?✉❡ ♣♦✉( ❧❡" ✸ 7♥❡(❣✐❡" ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦(❞ ❡"4 (❡4(♦✉✈7 ❡♥4(❡ ❧❛ ❞♦"❡
❝❛❧❝✉❧7❡ ♣❛( ❧❡ ♥❚▲❊ ❡4 ❧❛ ♠74❤♦❞❡ ▼❈ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥" ❞❡ ✶✪ ❞❡ ❞✐✛7(❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ < 4♦✉4❡"
❧❡" ♣(♦❢♦♥❞❡✉(" ❛✉ ❞❡❧< ❞❡ ✸ ❝♠✳
❊♥ (❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉( ❧❡" 7♥❡(❣✐❡" ❞❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱ ❡4 ✶✵ ▼❡❱ ❡4 ♣♦✉( ❞❡" ♣(♦❢♦♥❞❡✉(" ✐♥❢7(✐❡✉(❡"
< ✸ ❝♠ ✭③♦♥❡ ❞❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣✮✱ ♦♥ ❛""✐"4❡ < ✉♥❡ "✉(❡"4✐♠❛4✐♦♥ "②"47♠❛4✐?✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦"❡
♣❛( ❧❡ ♥❚▲❊✳ ❈❡44❡ "✉(❡"4✐♠❛4✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ "✉( ❧❡" 4(♦✐" ♣(❡♠✐❡(" ❝❡♥4✐♠D4(❡" ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
❡"4 ❡"4✐♠7❡ < ✶✵✪✱ ❛✈❡❝ "✉( ❧❡" ❝♦✉❝❤❡" 4(D" "✉♣❡(✜❝✐❡❧❧❡" ❞❡" ✈❛❧❡✉(" ❛44❡✐❣♥❛♥4 ❧❡" ✶✺✪ ❞❡
"✉(❡"4✐♠❛4✐♦♥ ✭❋✐❣✉(❡ ✺✳✶✺✮✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥❚▲❊ "❡ ♣❧❛❝❡ 4♦✉❥♦✉(" ❡♥ ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ❞❡ ❈W❊
❡4 ❝♦♥"✐❞D(❡ ❛✐♥"✐ ✉♥ ❞7♣Q4 ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦"❡ ❞❛♥" ❝❤❛?✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ✱ ❧♦("?✉❡ ❧✬♦♥ ❡"4 ❡♥ ♣(7"❡♥❝❡
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥4 ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ♥❡ "❛4✐"❢❛✐4 ♣❛" ❧❛ ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ❞❡ ❈W❊✱ ♦♥ ❛""✐"4❡ < ❝❡ ♣❤7♥♦♠D♥❡ ❞❡
❢❛O♦♥ "②"47♠❛4✐?✉❡✳ ❊♥ ♣(7"❡♥❝❡ ❞✬❤747(♦❣❡♥7✐47✱ ♦X ❧✬♦♥ ❛ ♣❡(4✉(❜❛4✐♦♥ ❞❡" ❝♦♥❞✐4✐♦♥" ❞❡
✈❛❧✐❞✐47 ❞✉ ❈W❊ ❛✉① ✐♥4❡(❢❛❝❡" ❞❡" ♠✐❧✐❡✉①✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞(❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐(❡ ✉♥ ❝♦♠♣(♦♠✐" ❡♥4(❡
❧❛ ✈♦①7❧✐"❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣7♦♠74(✐❡ 74✉❞✐7❡ ❡4 ❧❡" ❝♦♥❞✐4✐♦♥" ❞❡ ❈W❊ ✭❧❡"?✉❡❧❧❡" "❡(♦♥4 ✈❛(✐❛❜❧❡"
❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥" ❞❡ ❧✬7♥❡(❣✐❡ ❞❡" ♥❡✉4(♦♥" ✐♥❝✐❞❡♥4"✮✳
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✻✶
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ❡♥ ♣*♦❢♦♥❞❡✉* ❝❛❧❝✉❧4❡ ♣❛* ❧❡ ♥❚▲❊ ❡8 ♣❛* ❧❛ ♠48❤♦❞❡ ▼❈
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♠♦❞❡% ❞❡ .#❛✐.❡♠❡♥.% ❞❡% ♥❡✉.#♦♥% ❞✬$♥❡#❣✐❡ ✐♥❢$#✐❡✉#❡% @ ✵✱✵✷✺ ❡❱ ❛ $.$ #$❛❧✐%$❡ ✿
✖ ❧✬❡①.#❛♣♦❧❛.✐♦♥ ❧♦❣✲❧♦❣ ❞❡% ♣♦✐♥.% ❞❡ ❞♦♥♥$❡% ❞❡ ✶ ❡❱ ❥✉%2✉✬@ ✶✵
−4
❡❱ ❡♥ ❛..#✐❜✉❛♥. ❡♥
♣#❡♠✐I#❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛.✐♦♥ ❧❡% ❢❛❝.❡✉#% ❞❡ ❦❡#♠❛ ❡①.#❛♣♦❧$% ❞✉ ♠✉%❝❧❡ ❝♦♠♠❡ #$❢$#❡♥❝❡
✭❋✐❣✉#❡ ✺✳✶✾✮
✖ ❧✬❡①.#❛♣♦❧❛.✐♦♥ ❧♦❣✲❧♦❣ ❞❡% ♣♦✐♥.% ❞❡ ❞♦♥♥$❡% ❞❡ ✶ ❡❱ ❥✉%2✉✬@ ✶✵
−4
❡❱ ♣♦✉# ❝❤❛2✉❡
♠❛.$#✐❛✉ ❬✷✻✺❪ ✭❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✵✮
✖ ❧✬✉.✐❧✐%❛.✐♦♥ ♣❛# ❞$❢❛✉. ❞✉ Fn .❛❜✉❧$ ❞❡ ❧✬$♥❡#❣✐❡ ❞❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱ ❞❡ ❝❤❛2✉❡ ♠❛.$#✐❛✉ ❞♦♥.
❧✬$♥❡#❣✐❡ ❡%. ✐♥❢$#✐❡✉#❡ @ ❝❡ %❡✉✐❧ ❬✷✻✺❪ ✭❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✵✮
▲❛ ❋✐❣✉#❡ ✺✳✶✾ ♠♦♥.#❡ ❧❡ #❛.✐♦ ❞❡% ❝❛#.❡% ❞❡ ❞♦%❡ ♦❜.❡♥✉❡% ❡♥ ✉.✐❧✐%❛♥. ❧✬❡①.#❛♣♦❧❛.✐♦♥
❧♦❣✲❧♦❣ ❞❡% Fn ❞✉ ♠✉%❝❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛#❛✐. ❛♣♣#♦♣#✐$ ❞✬✉♥❡ ♣❛#. ❞❛♥% ❧❛ #$❣✐♦♥ ♣$✲
#✐♣❤$#✐2✉❡ ❞✉ ❢❛♥.R♠❡ ✭❡♥ #❛✐%♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣♦#.❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥.❡ .❤❡#♠✐2✉❡ ❞❛♥%
❧❡ %♣❡❝.#❡ ❞❡ ♥❡✉.#♦♥% ♣❛# #❛♣♣♦#. @ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥.❡ #❛♣✐❞❡✮ ❡. ❞✬❛✉.#❡ ♣❛#. ♣♦✉# .♦✉% ❧❡%
♠❛.$#✐❛✉① ❞♦♥. ❧❛ ❝♦♠♣♦%✐.✐♦♥ ❡%. ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠✉%❝❧❡✳ ❊♥ #❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡% ❞✐✛$#❡♥❝❡%
♠♦②❡♥♥❡% ❞❡ ✹✪ ❡♥.#❡ ❧❛ ❞♦%❡ ❝❛❧❝✉❧$❡ ♣❛# ❧❡ ♥❚▲❊ ❡. ❧❛ ♠$.❤♦❞❡ ▼❈ ❛♣♣❛#❛✐%%❡♥. ♣♦✉# ❧❛
❣#❛✐%%❡ ❡. ❧✬♦%✱ ❞❛♥% ❧❛ #$❣✐♦♥ ❝❡♥.#❛❧❡ ❞✉ ❢❛♥.R♠❡✱ ❛✈❡❝ #❡%♣❡❝.✐✈❡♠❡♥. ♣♦✉# ❝❡% ♠❛.$#✐❛✉①
✉♥❡ %✉#❡%.✐♠❛.✐♦♥ ❡. %♦✉%✲❡%.✐♠❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ♣❛# ❧❡ ♥❚▲❊ ❡♥ #❛✐%♦♥ ❞❡% ❞✐✛$#❡♥❝❡% #❡❧❛✲
.✐✈❡% ❡①✐%.❛♥. ❡♥.#❡ ❧❡% ❢❛❝.❡✉#% ❞❡ ❦❡#♠❛ ❞✉ ♠✉%❝❧❡ ❡. ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ♠❛.$#✐❛✉① ❛✉① ❜❛%%❡%
$♥❡#❣✐❡% ✭❋✐❣✉#❡ ✺✳✶✾✮✳ ▲✬✐♠♣♦#.❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣#$%❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥.❡ .❤❡#♠✐2✉❡ ❞❛♥% ❧❡% .✐%✲
%✉% ❝❡♥.#❛✉① ❞✉ ❢❛♥.R♠❡ ♠♦♥.#❡ 2✉❡ ❝❡..❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛.✐♦♥ ♣❡✉. V.#❡ @ ❧✬♦#✐❣✐♥❡ ❞❡ ❞✐✈❡#❣❡♥❝❡%
❛✈❡❝ ❧❛ ♠$.❤♦❞❡ ▼❈✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✾ ✕ ❘❛'✐♦ ❞❡ ❞♦,❡ ✭▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ,✉4 ♥❚▲❊ ✭89✉❛'✐♦♥ ✭✺✳✷✹✮✮ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✉ ♣❡❧✈✐, ❞✉
❢❛♥'A♠❡ ❞❡ ❧✬■❈❘E ✐44❛❞✐8 ♣❛4 ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ♣♦❧②❡♥❡4❣8'✐9✉❡ ❞❡ ♥❡✉'4♦♥, ❛✈❡❝ ✉♥❡
❡①'4❛♣♦❧❛'✐♦♥ ❞❡, Fn ❛✉① ❜❛,,❡, 8♥❡4❣✐❡, ❜❛,8❡, ,✉4 ❧❡, Fn ❞✉ ♠✉,❝❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ✲ Fn
❞❡, ♣4✐♥❝✐♣❛✉① '✐,,✉, ✉'✐❧✐,8, ❞❛♥, ❧❛ ,✐♠✉❧❛'✐♦♥
▲❡% #❛.✐♦% ❞❡ ❝❛#.❡% ❞❡ ❞♦%❡ ♦❜.❡♥✉% ❛✈❡❝ ❧❛ ♠$.❤♦❞❡ ❞✬❡①.#❛♣♦❧❛.✐♦♥ ❞❡% Fn ♣♦✉# ❝❤❛2✉❡
♠❛.$#✐❛✉① ❥✉%2✉❡ ✶✵
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❡❱ ❡. ❛✈❡❝ ❧❛ ♠$.❤♦❞❡ ❞✬❛..#✐❜✉.✐♦♥ ❞✉ Fn ❞❡ ❧❛ ♣❧✉% ❜❛%%❡ $♥❡#❣✐❡ @
.♦✉% ❧❡% ♥❡✉.#♦♥% ❞✬$♥❡#❣✐❡% ✐♥❢$#✐❡✉#❡% @ ✵✱✵✷✺ ❡❱ %♦♥. #❡♣#$%❡♥.$% %✉# ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✵✳
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✻✺
▲✬❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡- Fn ♣♦✉% ❝❤❛1✉❡ ♠❛$3%✐❛✉① ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉% %3-✉❧$❛$ 1✉❡ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡
♣%3❝3❞❡♥$❡✱ ♠❛✐- ✐❧ %❡-$❡ ❞❡ ❧3❣❡%- ♣❤3♥♦♠6♥❡- ❞❡ -✉%❡-$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦-❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡-
♠❛$3%✐❛✉①✱ ♣✉✐-1✉✬✉♥ ❧✐-❡%3 ❝♦%%❡-♣♦♥❞❛♥$ 8 ✉♥❡ -✉%❡-$✐♠❛$✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✸✪ -❡ ❞❡--✐♥❡ ❛✉✲
$♦✉%- ❞❡- ✐♥$❡%❢❛❝❡- ❞❡- ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡- ❤3$3%♦❣3♥3✐$3- ✭♦-✲♠✉-❝❧❡✱ ♠✉-❝❧❡✲❣%❛✐--❡✮✳ ❈❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡
❞✬❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ -❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛❝❝❡♥$✉❡% ❧❡- ♣❤3♥♦♠6♥❡- ❞❡ ♠❛♥1✉❡ ❞✬31✉✐❧✐❜%❡ 3❧❡❝$%♦♥✐1✉❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡- ✐♥$❡%❢❛❝❡-✳ ❆✈❡❝ ❝❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡✱ ❧❡ %❛$✐♦ ❞❡ ❞♦-❡ ♠♦②❡♥ -✉% $♦✉$❡ ❧❛ $%❛♥❝❤❡
❞❡ ❢❛♥$D♠❡ ❡-$ ❞❡ ✵✱✾✾✶ ✭❡$ ✵✱✾✽✽ ❞❛♥- ❧❛ %3❣✐♦♥ ❝❡♥$%❛❧❡✮ ❝❡ 1✉✐ ♠♦♥$%❡ 1✉❡ ❧✬♦♥ ❛ $♦✉$ ❞❡
♠I♠❡ ✉♥ $%6- ❜♦♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡ ▼❈✳
▲❛ ♠3$❤♦❞❡ ❞✬❛$$%✐❜✉$✐♦♥ ♣❛% ❞3❢❛✉$ ❞✉ ❞❡%♥✐❡% Fn $❛❜✉❧3 ✭♣♦✉% ❝❤❛1✉❡ ♠❛$3%✐❛✉✮ 8 $♦✉$❡-
❧❡- $%6- ❜❛--❡- 3♥❡%❣✐❡- ♠♦♥$%❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉- ❤♦♠♦❣6♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦-❡ -✉% ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- -$%✉❝✲
$✉%❡- ❛♥❛$♦♠✐1✉❡-✱ ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡$$❡ ♠3$❤♦❞❡✱ ❧❡
%❛$✐♦ ❞❡ ❞♦-❡ ♠♦②❡♥ -✉% ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ $%❛♥❝❤❡ ❞❡ ❢❛♥$D♠❡ ❡-$ ❞❡ ✵✱✾✾✽ ✭❡$ ✵✱✾✾✷ ❞❛♥- ❧❛
%3❣✐♦♥ ❝❡♥$%❛❧❡ ♦✉ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦-❛♥$❡ $❤❡%♠✐1✉❡ ♣❧✉- ✐♠♣♦%$❛♥$❡✮ ❝❡ 1✉✐ ♠♦♥$%❡ ✉♥ ❛❝✲
❝♦%❞ ❧3❣6%❡♠❡♥$ ♠❡✐❧❧❡✉% ♣❛% %❛♣♣♦%$ 8 ❧❛ ♠3$❤♦❞❡ ❞✬❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ♠❛$3%✐❛✉①✳ ❆✉
✜♥❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡- %3-✉❧$❛$- -❛♥- ❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ ♦♥$ ♠♦♥$%3 ✉♥ $%6- ❜♦♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡
▼❈ ✭❛❝❝♦%❞ ❧3❣6%❡♠❡♥$ -✉♣3%✐❡✉% 8 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡ ❞✬❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡- Fn ♣♦✉% ❝❤❛1✉❡
♠❛$3%✐❛✉①✮✱ -❛♥- ♣❤3♥♦♠6♥❡- ✈✐-✐❜❧❡- ❞❡ -✉%❡-$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦-❡ ❛✉① ✐♥$❡%❢❛❝❡-✱ ❝✬❡-$ ❝❡
❞❡%♥✐❡% ♠♦❞❡ ❞✬❡①$%❛♣♦❧❛$✐♦♥ ❞❡- ❢❛❝$❡✉%- ❞❡ ❦❡%♠❛ 1✉✐ ❛ 3$3 %❡$❡♥✉ ♣❛% ❞3❢❛✉$ ❞❛♥- ♥♦$%❡
❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉% ❧❛ ♣%✐-❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❞✉ ❞3♣D$ ❞❡ ❞♦-❡ ❞❡- ♥❡✉$%♦♥- $❤❡%♠✐1✉❡- ❞✬3♥❡%❣✐❡
✐♥❢3%✐❡✉%❡ 8 ✵✱✵✷✺ ❡❱✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✵ ✕ ❘❛'✐♦ ❞❡ ❞♦,❡ ✭▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ,✉4 ♥❚▲❊ ✭89✉❛'✐♦♥ ✭✺✳✷✹✮✮ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✉ ♣❡❧✈✐, ❞✉
❢❛♥'@♠❡ ❞❡ ❧✬■❈❘D ✐44❛❞✐8 ♣❛4 ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ♣♦❧②❡♥❡4❣8'✐9✉❡ ❞❡ ♥❡✉'4♦♥, ❛✈❡❝ ✉♥❡
❡①'4❛♣♦❧❛'✐♦♥ ❞❡, Fn ❛✉① ❜❛,,❡, 8♥❡4❣✐❡, ♣♦✉4 ❝❤❛9✉❡ ♠❛'84✐❛✉① ❞✉ ❢❛♥'@♠❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮
❡' ❧✬❛''4✐❜✉'✐♦♥ ♣❛4 ❞8❢❛✉' ❞✉ Fn '❛❜✉❧8 ❞❡ ❧✬8♥❡4❣✐❡ ❞❡ ✵✱✵✷✺ ❡❱ K '♦✉, ❧❡, ♥❡✉'4♦♥,
❞♦♥' ❧✬8♥❡4❣✐❡ ❡,' ✐♥❢84✐❡✉4❡ K ❝❡ ,❡✉✐❧ ✭❞4♦✐'❡✮
■♥❝❡$%✐%✉❞❡ )%❛%✐)%✐+✉❡
▲❡- %3-✉❧$❛$- ❞❡- %❛$✐♦ ❞❡- ✐♥❝❡%$✐$✉❞❡- -$❛$✐-$✐1✉❡- -♦♥$ %❡♣%3-❡♥$3- -✉% ❧❛ ❋✐❣✉%❡ ✺✳✷✶✳ Q♦✉%
✉♥ -♣❡❝$%❡ ❞❡ ♥❡✉$%♦♥- ❡♥ -❛❧❧❡ ❞❡ $%❛✐$❡♠❡♥$ ✭3♥❡%❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉$♦✉% ❞❡ ✶ ▼❡❱✮ ❡$ ✉♥❡
$❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ ✸✺✱✸ ♠♠
3
✱ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ✉♥❡ ❛❝❝3❧3%❛$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣- ❞❡ -✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥
❢❛❝$❡✉% ✶✺ 8 ✹✵ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦-✐$✐♦♥ ❞❡- $✐--✉-✳ ❈❡ ❢❛❝$❡✉% ❞✬❛❝❝3❧3%❛$✐♦♥ ❛♣♣❛%❛✐$
❝♦♠♠❡ 3$❛♥$ ✐♥❢3%✐❡✉% 8 ❝❡❧✉✐ ♦❜$❡♥✉ ❞❛♥- ❧❡ ❢❛♥$D♠❡ ❤3$3%♦❣6♥❡ ❝②❧✐♥❞%✐1✉❡ ✭$❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧
❂ ✶ ♠♠
3
✮ ♣♦✉% ✉♥❡ 3♥❡%❣✐❡ ❞❡ ✶ ▼❡❱✳ ❈❡❝✐ ❡-$ ❞✉ ❛✉ ❢❛✐$ 1✉❡ ❧❡ ❢❛❝$❡✉% ❞✬❛❝❝3❧3%❛$✐♦♥ ❡-$
✶✻✻ ❖✉$✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉$.♦♥ ❡♥ .❛❞✐♦$❤0.❛♣✐❡
✐♥✈❡$%❡♠❡♥' ♣$♦♣♦$'✐♦♥♥❡❧ + ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦①❡❧✳ ▲❡ ♥❚▲❊ %❡$❛ ❛✐♥%✐ ❞✬❛✉'❛♥' ♣❧✉% ❡✣❝❛❝❡ 7✉❡
❧❛ $8%♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛$'❡ ❞❡ ❞♦%❡ %❡$❛ ✜♥❡✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✶ ✕ ❘❛'✐♦ ❞❡, ✐♥❝❡/'✐'✉❞❡, ✭▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ,✉/ ♥❚▲❊ ✭9:✉❛'✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮✮ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✉ ♣❡❧✈✐,
❞✉ ❢❛♥'?♠❡ ❞❡ ❧✬■❈❘C ✐//❛❞✐9 ♣❛/ ✉♥ ❢❛✐,❝❡❛✉ ♣♦❧②❡♥❡/❣9'✐:✉❡ ❞❡ ♥❡✉'/♦♥, ❬✷✼✷❪
✺✳✼ ❉✐%❝✉%%✐♦♥%
▲✬♦❜❥❡' ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ '$❛✈❛✐❧ 8'❛✐' ❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡$ ✉♥ ♦✉'✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡
♥❡✉'$♦♥ ❡♥ $❛❞✐♦'❤8$❛♣✐❡ ♣♦✉✈❛♥' $8♣♦♥❞$❡ ❛✉ ❜❡%♦✐♥ ❛❝'✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥%'✐'✉'✐♦♥ ❞❡ ❜❛%❡% ❞❡
❞♦♥♥8❡% ❞♦%✐♠8'$✐7✉❡% ♣♦✉$ ❧✬❛♠8❧✐♦$❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞8❧✐%❛'✐♦♥ ❞❡% $✐%7✉❡% ❛✉① ❢❛✐❜❧❡% ❞♦%❡%✱
❡♥ ♣❡$♠❡''❛♥' ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡$%♦♥♥❛❧✐%8 ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ❞8❧✐✈$8❡ ❛✉① ♣❛'✐❡♥'%✳ ◆♦'$❡ ❝❤♦✐① %✬❡%' ♣♦$'8
%✉$ ❧❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞✬✉♥❡ ♠8'❤♦❞❡ ❞❡ $8❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❜❛%8❡ %✉$ ❧❛ '❡❝❤♥✐7✉❡ ❞✉ ❚▲❊✳
▲❡% $8%✉❧'❛'% ♦❜'❡♥✉% ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛♥'@♠❡ ❝②❧✐♥❞$✐7✉❡ ✐$$❛❞✐8 ♣❛$ ❞❡% ❢❛✐%❝❡❛✉① ♠♦♥♦8♥❡$❣8'✐7✉❡%
❞❡ ♥❡✉'$♦♥% ♦♥' ♣❡$♠✐% ❞✬8✈❛❧✉❡$ 8'❛♣❡ ♣❛$ 8'❛♣❡ ❧❡% ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡% ❞❡ ♥♦'$❡ ❛❧❣♦$✐'❤♠❡ ❛✐♥%✐
7✉❡ ❧❡% ♦$✐❣✐♥❡% 8✈❡♥'✉❡❧❧❡% ❞✬❡$$❡✉$% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡✳
▲♦$%7✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥%✐❞C$❡ ❧❡ ❝❛% ❞❡ ✈♦①❡❧✐%❛'✐♦♥ ❞❡ ✶ ♠♠
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❛✈❡❝ ✐$$❛❞✐❛'✐♦♥ ❛✉① ♥❡✉'$♦♥% '❤❡$✲
♠✐7✉❡%✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛$❛✐%♦♥ ❡♥'$❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♣❛$ ❧❡ ♥❚▲❊ ❡' ❧❛ ♠8'❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛
♠♦♥'$8 ✉♥❡ ❞✐✛8$❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✼✪ ❞❛♥% ❧❛ $8❣✐♦♥ ♣8$✐♣❤8$✐7✉❡ ❞✉ ❢❛♥'@♠❡✳ ❈❡''❡ ❞✐❢✲
❢8$❡♥❝❡ ❡%' ❞✉❡ + ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ ❞8♣@' ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞♦%❡ ❢❛✐'❡ ♣❛$ ❧❡ ♥❚▲❊✳ ❆✉① 8♥❡$❣✐❡%
'❤❡$♠✐7✉❡%✱ ❧❡% ♥❡✉'$♦♥% ❝❛♣'✉$8% ♣❛$ ❧❡% ♥♦②❛✉① ❞✬❍ ✈♦♥' ♣$♦❞✉✐$❡ ❞❡% ♣❤♦'♦♥% ❞❡ ✷✱✷ ▼❡❱
❣8♥8$❛♥' ❛✐♥%✐ ❧❛ ♠✐%❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞✬8❧❡❝'$♦♥% %❡❝♦♥❞❛✐$❡% ❛✈❡❝ ❞❡% 8♥❡$❣✐❡% ❥✉%7✉✬+ ✷ ▼❡❱✳
▲❡ ♣❛$❝♦✉$% ❞❡ ❝❡% 8❧❡❝'$♦♥% ❡%' ❞❡ ✶ ❝♠ ❞❛♥% ❧❡% '✐%%✉% ♠♦✉% ❡' ❞❡ ✹ ❝♠ ❞❛♥% ❧❡% ♣♦✉♠♦♥%✳
P♦✉$ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✈♦①8❧✐%8 ❞❡ ✶ ♠♠
3
✱ ❞❛♥% ❧❡% ♣$❡♠✐C$❡% ❝♦✉❝❤❡% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡% 8❧❡❝'$♦♥% %♦♥'
'$♦♣ 8♥❡$❣8'✐7✉❡% ♣♦✉$ ❞8♣♦%❡$ ❧❡✉$ 8♥❡$❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥' ❞❛♥% ❝❤❛7✉❡ ✈♦①❡❧ ❝❡ 7✉✐ ❣8♥C$❡ ✉♥❡
%✉$✲❡%'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ♣❛$ ❧❡ ♥❚▲❊ ❞❛♥% ❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥%✐❞8$8 ❝❛$ ❧❡% ❝♦♥❞✐'✐♦♥% ❞❡ ❈P❊ ♥❡
%♦♥' ♣❛% %❛'✐%❢❛✐'❡%✳ ❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡ ❞❛♥% ❧❡% ❝♦✉❝❤❡% ♣❧✉% ♣$♦❢♦♥❞❡% ❞✉ ❢❛♥'@♠❡ ✭$8❣✐♦♥ ❝❡♥'$❛❧❡
❞✉ ❢❛♥'@♠❡✮✱ ❧✬87✉✐❧✐❜$❡ ❞❡% ♣❛$'✐❝✉❧❡% ❝❤❛$❣8❡% ❡%' 8'❛❜❧✐ ❝❡ 7✉✐ ♣❡$♠❡' ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡✐❧❧❡✉$ ❞❡
❧❛ ❞♦%❡ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐'❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐✛8$❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣$♦❝❤❡ ❞❡ ✶✪ ♣❛$ $❛♣♣♦$' + ❧❛ ♠8'❤♦❞❡
▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❆ ❞❡% 8♥❡$❣✐❡% ❞❡ ✶ ▼❡❱✱ ❝❡''❡ %✉$❡%'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ❡♥ ♣8$✐♣❤8$✐❡ ♥✬❡%'
♣❛% $❡'$♦✉✈8❡✱ ❝❛$ + ❝❡''❡ 8♥❡$❣✐❡✱ ❧✬8♥❡$❣✐❡ ❡%' ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❞8♣♦%8❡ ♣❛$ ❧❡% ♣$♦'♦♥% ❞♦♥'
❧❡ ♣❛$❝♦✉$% $❡%'❡ ✐♥❢8$✐❡✉$ + ✶ ♠♠ ❞❛♥% ❧❡% '✐%%✉%✳ ❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐% ❝❡% ♥❡✉'$♦♥% '❤❡$♠❛✲
❧✐%8% ❡' ❝❛♣'✉$8% ♣❛$ ❧✬❤②❞$♦❣C♥❡✱ ❞❡% ♣❤♦'♦♥% ❡' ❞❡% 8❧❡❝'$♦♥% %❡$♦♥' ♣$♦❞✉✐'% ❝❡ 7✉✐ ❡①♣❧✐7✉❡
❧❛ %✉$❡%'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦%❡ ❞❛♥% ❧❡% ✐♥%❡$'% ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡% ❛✉ ❝❡♥'$❡ ❞✉ ❢❛♥'@♠❡✱ ❡♥ $❛✐%♦♥
❖✉"✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ ♥❡✉",♦♥ ❡♥ ,❛❞✐♦"❤.,❛♣✐❡ ✶✻✼
❞✉ ♣❛$❝♦✉$' ❞❡' )❧❡❝+$♦♥' '❡❝♦♥❞❛✐$❡' ❞❛♥' ❝❡ +✐''✉✳ ❆ ❝❡++❡ )♥❡$❣✐❡ ❞❡ ✶ ▼❡❱✱ ❧❛ ❞✐✛)$❡♥❝❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡ ❡♥+$❡ ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡+ ❧❡ ♥❚▲❊ ❡'+ ❡'+✐♠)❡ ❝♦♠♠❡
)+❛♥+ ❞❡ ✶✪ '❛✉❢ ♣♦✉$ ❧❛ $)❣✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ♦? ❧❛ ♥♦♥ '❛+✐'❢❛❝+✐♦♥ ❞❡ ❧✬)A✉✐❧✐❜$❡ )❧❡❝+$♦♥✐A✉❡
❣)♥C$❡ ✉♥❡ ❞✐✛)$❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✷✵✪ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛✐'♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❆ ❞❡'
)♥❡$❣✐❡' ♣❧✉' ✐♠♣♦$+❛♥+❡' ❝♦♠♠❡ ✶✵ ▼❡❱✱ ❧❛ ❝❛$+❡ ❞❡' $❛+✐♦' ❞❡ ❞♦'❡ ♠♦♥+$❡ ✉♥❡ ❞✐✛)$❡♥❝❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✪ ♣❛$ $❛♣♣♦$+ H ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ '❛✉❢ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡' ✈♦①❡❧' ❞)❧✐♠✐+❛♥+
❧✬✐♥+❡$❢❛❝❡ ❡♥+$❡ ❞❡✉① ♠❛+)$✐❛✉① ❞✐✛)$❡♥+'✳
▲✬✐$$❛❞✐❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $)❣✐♦♥ ♣❡❧✈✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❢❛♥+I♠❡ ❞❡ ❧✬■❈❘L ♣❛$ ✉♥ '♣❡❝+$❡ ♥❡✉+$♦♥ ♠❡'✉$)
❡♥ '❛❧❧❡ ❞❡ $❛❞✐♦+❤)$❛♣✐❡✱ ❛ ♠♦♥+$) ✉♥ +$C' ❜♦♥ ❛❝❝♦$❞ ❡♥+$❡ ❧❡' ❞♦'❡' ❡'+✐♠)❡' ♣❛$ ❧❡' ❞❡✉①
❝♦❞❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ '❡❧♦♥ ❧❛A✉❡❧❧❡ ❧❡ Fn +❛❜✉❧) ❧❡ ♣❧✉' ❜❛' ❡'+ ❛++$✐❜✉) ♣❛$ ❞)✲
❢❛✉+ H +♦✉' ❧❡' ♥❡✉+$♦♥' ❞✬)♥❡$❣✐❡' ✐♥❢)$✐❡✉$❡' H ✵✱✵✷✺ ❡❱✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛$❛✐'♦♥ ❞❡' ❝❛$+❡' ❞❡ ❞♦'❡
❞✉ ♥❚▲❊ ❡+ ❞❡ ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛ ♠♦♥+$) ✉♥❡ ❞✐✛)$❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❢)$✐❡✉$❡ H ✶✪
✭$❛+✐♦ ❞❡ ❞♦'❡ ♠♦②❡♥ '✉$ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ✵✱✾✾✽✮✳ ❈❡ +$C' ❜♦♥ ❛❣$)♠❡♥+ ❡'+ ❡①♣❧✐A✉) ❞✬✉♥❡ ♣❛$+
♣❛$ ❧❡ ❢❛✐+ A✉❡ ❧♦$' ❞❡' +$❛✐+❡♠❡♥+' ❡♥ $❛❞✐♦+❤)$❛♣✐❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦'❛♥+❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ '♣❡❝+$❡ ❡'+
❝♦♥'+✐+✉)❡ ❞❡ ♥❡✉+$♦♥' ❛✈❡❝ ✉♥❡ )♥❡$❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶ ▼❡❱✱ ❡+ ❞✬❛✉+$❡ ♣❛$+ ♣❛$ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡'
✈♦①❡❧ ❞✉ ❢❛♥+I♠❡ ❞❡ ❧✬■❈❘L A✉✐ ❡'+ ✹✵ ❢♦✐' ♣❧✉' ✐♠♣♦$+❛♥+❡ A✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ✈♦①❡❧' ❞✉ ❢❛♥+I♠❡
❝②❧✐♥❞$✐A✉❡✳ ❉❛♥' ❝❡ ❝❛'✱ ❧✬❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥ ❞✉ ❞)♣I+ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞♦'❡ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐+❤♠❡ ❛ ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉$❡ ✈❛❧✐❞✐+) ❞❛♥' ❧❛ +♦+❛❧✐+) ❞✉ ❢❛♥+I♠❡✳
L♦✉$ ❝❡ A✉✐ ❡'+ ❞✉ ❢❛❝+❡✉$ ❞❡ $)❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛$❛U+ ❝♦♠♠❡ )+❛♥+ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+
❛✛❡❝+) ♣❛$ ❧✬)♥❡$❣✐❡ ❞❡' ♥❡✉+$♦♥'✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥ ❞❡' ♠❛+)$✐❛✉① ❡+ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡' ✈♦①❡❧' ❞❡'
❢❛♥+I♠❡'✳ L♦✉$ ❞❡' ❢❛✐'❝❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉+$♦♥' ❞❡ ✷✺ ♠❡❱✱ ✶ ▼❡❱ ❡+ ✶✵ ▼❡❱✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠♦②❡♥ ❡♥
+❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡'+ $❡'♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❞✬❡♥✈✐$♦♥ ✻✵✱ ✸✵ ❡+ ✶✷✵ ♣♦✉$ ✉♥❡ ✈♦①❡❧✐'❛+✐♦♥ ❞❡ ✶ ♠♠
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+❡♠♣' ❞❡ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❡'+ $❡'♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❞❡ ✷✵✵✱ ✸✵ ❡+ ✺✵ ♣♦✉$ ❧❡ ♣♦✉♠♦♥✱ ❧❡ ♠✉'❝❧❡ ❡+ ❧✬♦'✳
L♦✉$ ✉♥❡ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ❞♦♥♥)❡✱ ❧❡' '✐♠✉❧❛+✐♦♥' '✉$ ❢❛♥+I♠❡ ❝②❧✐♥❞$✐A✉❡ ♥♦✉' ♦♥+ ♣❡$♠✐' ❞❡
✈♦✐$ A✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♣❡✉+ X+$❡ ❛✉❣♠❡♥+) ♣❛$ ❞❡✉① ❢❛❝+❡✉$' A✉✐ '♦♥+ ❧❡ ❧✐❜$❡ ♣❛$❝♦✉$' ♠♦②❡♥ ❞❡'
♣❛$+✐❝✉❧❡' ❡+ ❧❛ ❞❡♥'✐+) ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ♣❧✉' ❧❡ ❧✐❜$❡ ♣❛$❝♦✉$' ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛$+✐❝✉❧❡ '❡$❛
✐♠♣♦$+❛♥+✱ ♣❧✉' ❧❡ ❣❛✐♥ '❡$❛ ✐♠♣♦$+❛♥+✱ ♣✉✐'A✉❡ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❞✉ ♥❚▲❊ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡
❝♦♥'✐'+❡ H ❝♦♥'✐❞)$❡$ ✉♥ ❞)♣I+ ❞✬)♥❡$❣✐❡ ❝♦♥+✐♥✉ ❞❛♥' +♦✉' ❧❡' ✈♦①❡❧' +❛✈❡$')' ♣❛$ ❧❛ ♣❛$+✐❝✉❧❡✳
▲❛ ❞❡♥'✐+) ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❛✉$❛ ❛✉''✐ ✉♥ ✐♠♣❛❝+ '✉$ ❧❡ ❣❛✐♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥+$❡♥+ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✼ ❡+
✺✳✶✽✱ ♦✉ ❧✬♦♥ ✈♦✐+ ❝❧❛✐$❡♠❡♥+ ❛♣♣❛$❛✐+$❡ ♣♦✉$ ❝❤❛A✉❡ ❝❛' A✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡'+ ♣❧✉' ✐♠♣♦$+❛♥+ ❞❛♥'
❧❡ ♣♦✉♠♦♥ ✭❡♥ $❛✐'♦♥ ❞❡ '❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥'✐+)✮ ❡♥ ❝♦♠♣❛$❛✐'♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡' ❣❛✐♥' $❡+$♦✉✈)' ❞❛♥' ❧✬♦'
❡+ ❧❡ ♠✉'❝❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♠♣❛❝+ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ❡'+ ✐❧❧✉'+$) ♣❛$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❞♦'❡ ❞❛♥' ❧❡ ❢❛♥+I♠❡ ■❈❘L ✭✈♦①❡❧' ❞✬❡♥✈✐$♦♥ ✸✺ ♠♠
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✱ ❝❡ A✉✐
✐♥❞✐A✉❡ A✉❡ ❝❡ ❢❛❝+❡✉$ ❞❡ $)❞✉❝+✐♦♥ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ '❡$❛ ♣❧✉' )❧❡✈) ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞❡ ❧✬✉+✐❧✐'❛+✐♦♥
❞✬✉♥❡ $)'♦❧✉+✐♦♥ '♣❛+✐❛❧❡ ✜♥❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❣$\❝❡ H ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ♥❚▲❊✱ ✉♥ ❣❛✐♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✷✺
♣❡✉+ X+$❡ ♦❜+❡♥✉ ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦'❡ ❞❛♥' ❧❡ ❢❛♥+I♠❡ ✈♦①)❧✐') ❞❡ ❧✬■❈❘L✳ ❆ ♣❛$❛♠C+$❡'
✐❞❡♥+✐A✉❡'✱ ✉♥❡ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❡ ♥❚▲❊ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦①)❧✐'❛+✐♦♥ '✐♠✐❧❛✐$❡ H ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢❛♥+I♠❡
❞❡ ❧✬■❈❘L '❡$❛ ✷✺ ❢♦✐' ♣❧✉' $❛♣✐❞❡ A✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❛ ♠)+❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ +♦✉+ ❡♥ ❛②❛♥+
✉♥❡ ♣$)❝✐'✐♦♥ ✐❞❡♥+✐A✉❡ '✉$ ❧❛ ❞♦'❡ ❝❛❧❝✉❧)❡✳
✶✻✽ ❖✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦-❡ ♥❡✉%/♦♥ ❡♥ /❛❞✐♦%❤1/❛♣✐❡
✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❣,♥,-❛❧❡
▲❡" #$"✉❧'❛'" ♦❜'❡♥✉" ♣❛# ❧❡ ♥❚▲❊ ❞$✈❡❧♦♣♣$ ❞❛♥" ●❆❚❊ ♣#♦✉✈❡♥' 3✉❡ ❝❡' ❛❧❣♦#✐'❤♠❡ ❡"'
✉♥ ♦✉'✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ❡' ♣#$❝✐" ♣♦✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦"❡ ♥❡✉'#♦♥ ❡♥ #❛❞✐♦'❤$#❛♣✐❡✳ ▲✬$'✉❞❡ ❡①❤❛✉"'✐✈❡
❞❡ "❡" ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡" ❡' ❧✐♠✐'❡" ♣❡#♠❡' ❞✬♦♣'✐♠✐"❡# "♦♥ ✉'✐❧✐"❛'✐♦♥✱ ♣❛#'✐❝✉❧✐?#❡♠❡♥' ❧♦#"3✉✬✐❧
"✬❛❣✐' ❞❡ ❢❛✐#❡ ✉♥ ❝♦♠♣#♦♠✐" ❡♥'#❡ ❧❛ ✈♦①$❧✐"❛'✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣#$❝✐"✐♦♥ "♣❛'✐❛❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❞♦"❡✱ ❡' ❧❡ ❢❛❝'❡✉# ❞✬❛❝❝$❧$#❛'✐♦♥✳ ●#@❝❡ A ❝❡' ♦✉'✐❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❉C ❛❜"♦#❜$❡ ♣❛# ❧❡"
♦#❣❛♥❡" #❛❞✐♦"❡♥"✐❜❧❡" ❞✉ ♣❛'✐❡♥' "❡#❛ ♣❧✉" "✐♠♣❧❡ A ♠❡♥❡# ❡' ♠♦✐♥" ❝♦✉'❡✉① ❡♥ '❡♠♣" ♣♦✉#
✉♥❡ ✉'✐❧✐"❛'✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐♥✐3✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❡♥ #$❞✉✐"❛♥' ❧❡ '❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥ ♣❛# ✉♥ ❢❛❝'❡✉#
✷✺ ♣♦✉# ✉♥ "♣❡❝'#❡ ❞❡ ♥❡✉'#♦♥ '②♣✐3✉❡ ❡♥ "❛❧❧❡ ❞❡ '#❛✐'❡♠❡♥' ❡' ❞❛♥" ✉♥ ❢❛♥'H♠❡ ✈♦①$❧✐"$✱
❧❡ ♥❚▲❊ ♣♦✉##❛✐' ♣❡#♠❡''#❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ▼❈ ❞❡ ❧❛ ❉C ♥❡✉'#♦♥ A ❝❤❛3✉❡ '#❛✐'❡♠❡♥' ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐# $✈❛❧✉❡# "②"'$♠❛'✐3✉❡♠❡♥' ❡' ♣#$❝✐"$♠❡♥' ♣♦✉# ❝❤❛3✉❡ ♦#❣❛♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥'❡ ❞❡ ❞♦"❡
♥❡✉'#♦♥✐3✉❡ ❣$♥$#$❡✳
❈❡' ♦✉'✐❧✱ ❞$✈❡❧♦♣♣$ ♣♦✉# ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❝❧✐♥✐3✉❡ ❤♦"♣✐'❛❧✐?#❡✱ ♣❡#♠❡''#❛ ♣❛# "♦♥ ❢❛❝'❡✉#
❞✬❛❝❝$❧$#❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡# A ❧✬❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ ❣#✐❧❧❡" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❝❧✉"'❡# ❡♥ ❝❧✐♥✐3✉❡ 3✉✐ ♣❡#♠❡''#❛✐❡♥'
✉♥❡ ❛❝❝$❧$#❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦"❡✳ ❆ '✐'#❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❛#'❡ ❞❡ ❞♦"❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉#❡ ✺✳✷✵
✭❢❛♥'H♠❡ ♥✉♠$#✐3✉❡ ❛✈❡❝ "♣❡❝'#❡ ❞❡ ♥❡✉'#♦♥"✮ ❛ $'$ ♣#♦❞✉✐'❡ "✉# ✶ ❈C❯ ♣❛# ✉♥ '❡♠♣" ❞❡
"✐♠✉❧❛'✐♦♥ '♦'❛❧ ❞❡ ✸✵✵✵✵ ❤ ♣♦✉# ♦❜'❡♥✐# ✉♥❡ ✐♥❝❡#'✐'✉❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ "✉# ❧❛ ❞♦"❡ ❞❡ ✵✱✺✪ ❛✈❡❝
❧❛ ♠$'❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡' ❞❡ ✵✱✶✪ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥❚▲❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞?#❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ♣❛'✐❡♥'
'#❛✐'$" ♣❛# ❛♥ ❞❛♥" ✉♥ "❡#✈✐❝❡ ❞❡ #❛❞✐♦'❤$#❛♣✐❡ ✭❡♥✈✐#♦♥ ✸✵✵✵✴❛♥ ❛✉ ❈❡♥'#❡ C❛✉❧ ❙'#❛✉""✮✱ ❡'
"✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞?#❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦"❡ ♥❡✉'#♦♥ ♣♦✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡" ♣❛'✐❡♥'" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡#'✐'✉❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✺✪ ♣❛# ✈♦①❡❧✱ ✾✵✵✵✵✵ ❤ ❞❡ '❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ "❡#♦♥' ♥$❝❡""❛✐#❡" ❛✈❡❝ ❧❛ ♠$'❤♦❞❡
▼❈✱ ❝♦♥'#❡ ✸✻✵✵✵ ❤ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥❚▲❊✳ ❈❡" ✈❛❧❡✉#" ❝♦##❡"♣♦♥❞❡♥' #❡"♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' A ❧❛ ♥$❝❡""✐'$
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✶✼✵ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊
❡①♣#$✐♠❡♥(❛❧❡ ❞❡, ❞#(❡❝(❡✉$, ❡♥ (❡$♠❡ ❞✬#0✉✐✈❛❧❡♥( ❞❡ ❞♦,❡ ❛♠❜✐❛♥( ❍
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✭✶✵✮ ❡( ♣❡$,♦♥♥❡❧
❍♣✭✶✵✮ ❛ ♠♦♥($# ✉♥❡ ❧✐♥#❛$✐(# ❡♥ ♣$#,❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ,♣❡❝($❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ $❛♣✐❞❡ ❡( (❤❡$♠✐0✉❡✳
❆ ❧✬✐,,✉❡ ❞❡ ❝❡ ($❛✈❛✐❧✱ ❧❡ ,②,(>♠❡ ❞❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ❧❛❜♦$❛(♦✐$❡ ❛ #(# $❡♥❞✉
♣$?( @ ?($❡ ✉(✐❧✐,# ♣♦✉$ ❧❡, ♠❡,✉$❡, ❡①♣#$✐♠❡♥(❛❧❡, ❞❡ ♣$♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡, ♥❡✉($♦♥, ,❡❝♦♥❞❛✐$❡,
♣❡♥❞❛♥( ❧❡, ($❛✐(❡♠❡♥(, ❡♥ ,❛❧❧❡ ❞❡ $❛❞✐♦(❤#$❛♣✐❡✳
❊♥,✉✐(❡✱ ❞❛♥, ✉♥❡ ✜♥❛❧✐(# ❞❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❞✬✉♥ ♦✉(✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ,②,(#♠❛(✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡
♥❡✉($♦♥ ♣♦✉$ ❝❤❛0✉❡ ♣❛(✐❡♥(✱ ❡( ❛✉ ✈✉ ❞❡, ♥♦♠❜$❡✉,❡, ❞✐,♣❛$✐(#, ❞❛♥, ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉(# ,❝✐❡♥✲
(✐✜0✉❡ ❛✉(♦✉$ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡, ❝♦♠♣♦,❛♥(❡, ♥❡✉($♦♥✐0✉❡, ♣❡♥❞❛♥( ❧❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✱ ✐❧ ❡,(
❛♣♣❛$✉ ✐♠♣♦$(❛♥( ❞❛♥, ❝❡((❡ (❤>,❡ ❞❡ ♠❡,✉$❡$ ❡(✴♦✉ ❞✬❡,(✐♠❡$ ♣❛$ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❧❡, ❞#♣❡♥✲
❞❛♥❝❡, ❞❡ ♣$♦❞✉❝(✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡, ♣❛$❛♠>($❡, ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✳ ❆✐♥,✐✱ ✉♥❡ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❝❝#❧#$❛(❡✉$ ❱❛$✐❛♥ ◆♦✈❛❧✐,❚❳
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❡( ❞❡ ❧❛ ,❛❧❧❡ ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥( ❞✉ ❈❡♥($❡ K❛✉❧ ❙($❛✉,, ❞❡
❙($❛,❜♦✉$❣ ♣❛$ ❧✬♦✉(✐❧ ●❆❚❊ ♥♦✉, ❛ ♣❡$♠✐, ❞✬#(✉❞✐❡$ ❡♥ ❞#(❛✐❧ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡, ❞✐✛#$❡♥(, ♣❛✲
$❛♠>($❡, ♣♦✉✈❛♥( ❛✈♦✐$ ✉♥ ✐♠♣❛❝( ,✉$ ❧❛ ♣$♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ ♥❡✉($♦♥✐0✉❡ ❧♦$, ❞✬✉♥
($❛✐(❡♠❡♥(✳ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, $#,✉❧(❛(, ❞❡ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥, ♦♥( ♠♦♥($# ❞❡, ❞#♣❡♥❞❛♥❝❡, ❞✉ ,✐❣♥❛❧
♥❡✉($♦♥✐0✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 0✉❛❧✐(# ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✱ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ,❛❧❧❡ ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✱
❞❡ ❧❛ ,❛❧❧❡✱ ❛✐♥,✐ 0✉❡ ❞❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡, ❝❤❛♠♣, ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥( ✉(✐❧✐,#,✳ ▲❡, $❛(✐♦, ❞❡, ❝♦♠♣♦,❛♥(❡,
(❤❡$♠✐0✉❡, ❡( $❛♣✐❞❡,✱ ❝♦♥,✐❞#$#, ❝♦♠♠❡ ❝♦♥,(❛♥(, ♣❛$ ❝❡$(❛✐♥❡, #(✉❞❡,✱ ♦♥( #❣❛❧❡♠❡♥( ♠♦♥✲
($# ✉♥❡ ❞#♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 0✉❛❧✐(# ❞✉ ❢❛✐,❝❡❛✉✱ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐,❛(✐♦♥ ,♣❛(✐❛❧❡ ❡( ❞❡
❧✬♦✉✈❡$(✉$❡ ❞❡, ❝❤❛♠♣,✳ ▲❡, (❡♥❞❛♥❝❡, ♦❜,❡$✈#❡, ❡♥ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦♥( (♦✉(❡, #(# ❝♦♥✜$♠#❡,
♣❛$ ❧❡, ♠❡,✉$❡, ❡①♣#$✐♠❡♥(❛❧❡, ♣❛$ ❈❘✲✸✾ ❡( ❝❛♣(❡✉$ ❈▼❖❙✱ ,♦✉❧✐❣♥❛♥( ❛✐♥,✐ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧(#
❞❡ ❧✬#✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥(❡ ♥❡✉($♦♥✐0✉❡ ❡♥ ,❛❧❧❡ ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✳ ▲❡, $#,✉❧(❛(, ♦❜(❡♥✉,
♦♥( ♠✐, ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(# ❞❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡$ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❛♥❛❧②(✐0✉❡ ♣❡$♠❡((❛♥( ❞✬❡,(✐♠❡$
❛✈❡❝ ♣$#❝✐,✐♦♥ ❧❛ ❞✐,($✐❜✉(✐♦♥ ,♣❛(✐❛❧❡ ✸❉ ❞❡ ❧❛ ❞♦,❡ ♥❡✉($♦♥ ❞#❧✐✈$#❡ ❛✉ ♣❛(✐❡♥( ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥
❞❡, ❞✐✛#$❡♥(, ♣❛$❛♠>($❡, ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✳ ▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛❝(✉❡❧ #(❛♥( ❞✬♦❜(❡♥✐$ ✉♥❡ ❞✐,($✐❜✉(✐♦♥
,♣❛(✐❛❧❡ ❛,,❡③ ♣$#❝✐,❡ ♣♦✉$ ♣❡$♠❡(($❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ❛✉① ♦$❣❛♥❡, ❡( ,♦✉,✲,($✉❝(✉$❡, ❞✬♦$✲
❣❛♥❡,✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞#❝✐❞❡$ ❞✬♦$✐❡♥(❡$ ❝❡ ($❛✈❛✐❧ ❞❡ (❤>,❡ ✈❡$, ❧❡ ❞#✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥( ❞✬✉♥❡ ♠#(❤♦❞❡
▼♦♥(❡ ❈❛$❧♦ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉($♦♥ ❞❛♥, ❧❡ ❝♦❞❡ ●❆❚❊✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉($♦♥ ♣❛$ ▼♦♥(❡ ❈❛$❧♦ $❡,(❛✐( ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥( ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡♥
$♦✉(✐♥❡ ❝❧✐♥✐0✉❡ ❞✉ ❢❛✐( ❞❡ ❧✬✐♠♣♦$(❛♥❝❡ ❞❡, (❡♠♣, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡, ❧✐♠✐(❛(✐♦♥, ❝❧❛✐$❡,
❡♥ (❡$♠❡ ❞❡ $❡,,♦✉$❝❡, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥, ❧❡, ❝❡♥($❡, ❛♥(✐✲❝❛♥❝#$❡✉①✱ ✉♥❡ ♠#(❤♦❞❡ ❞✬❛❝❝#❧#$❛(✐♦♥
❞❡ (❡♠♣, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ♥❡✉($♦♥✱ ❧❡ ♥❚▲❊✱ ❛ ❞♦♥❝ #(# ♠✐,❡ ❛✉ ♣♦✐♥( ❞❛♥, ●❆❚❊✳ ❈❡((❡
♠#(❤♦❞❡✱ ✐♥,♣✐$#❡ ❞✉ ❚▲❊ ♣♦✉$ ❧❡, ♣❤♦(♦♥, ❞❡ ❜❛,,❡ #♥❡$❣✐❡✱ ❛ #(# ❛❞❛♣(#❡ ♣♦✉$ ♣❡$♠❡(($❡
✉♥ ❞#♣Z( ❞❡ ❞♦,❡ ❝♦♥(✐♥✉ ❞❡, ♥❡✉($♦♥, ❡( ❞❡, ♣❤♦(♦♥, ,❡❝♦♥❞❛✐$❡, ❣#♥#$#, ♣❛$ ❧❡, $#❛❝(✐♦♥,
❞❡ ❝❛♣(✉$❡, ❞❡ ♥❡✉($♦♥, (❤❡$♠✐0✉❡, ❞❛♥, ❧❡, (✐,,✉, ❞❛♥, ❝❤❛0✉❡ ✈♦①❡❧✳ ❊♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈♦①❡❧✐,❛(✐♦♥ ❞✉ ♠❛(#$✐❛✉ ✐$$❛❞✐# ❡( ❞❡ ❧✬#♥❡$❣✐❡ ❞❡, ♥❡✉($♦♥,✱ ❝❡((❡ (❡❝❤♥✐0✉❡ ♣❡$♠❡( ✉♥❡
❛❝❝#❧#$❛(✐♦♥ ❞✉ (❡♠♣, ❞❡ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❥✉,0✉✬@ ✉♥ ❢❛❝(❡✉$ ✹✵✵✳ ❉❛♥, ✉♥ ❝❛, $#❛❧✐,(❡ ❞✬✐$$❛❞✐❛✲
(✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ,♣❡❝($❡ ❞❡ ♥❡✉($♦♥ (②♣✐0✉❡ ♠❡,✉$# ❡♥ ,❛❧❧❡ ❞❡ ($❛✐(❡♠❡♥(✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛$❛✐,♦♥ ❞❡,
❝❛$(❡, ❞❡ ❞♦,❡, ✭✈♦①#❧✐,❛(✐♦♥ ❞❡ ✸✺ ♠♠
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✮ ♦❜(❡♥✉❡, ❛✈❡❝ ❧❡ ♥❚▲❊ ♣❛$ $❛♣♣♦$( @ ❝❡❧❧❡ ♦❜(❡♥✉❡
♣❛$ ❧❛ ♠#(❤♦❞❡ ▼❈ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✭0✉✐ ❛ ❝♦♥,(✐(✉# ♥♦($❡ $#❢#$❡♥❝❡ (♦✉( ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ($❛✈❛✐❧✮
❛ ♠♦♥($# ✉♥❡ ❞✐✛#$❡♥❝❡ ✐♥❢#$✐❡✉$❡ @ ✶✪ ♣♦✉$ ✉♥ ❢❛❝(❡✉$ ❞✬❛❝❝#❧#$❛(✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✷✺✳ ▲❡,
$#,✉❧(❛(, ♦❜(❡♥✉, ♣❛$ ❧❡ ♥❚▲❊ ❞#✈❡❧♦♣♣# ❞❛♥, ●❆❚❊ ♣$♦✉✈❡♥( 0✉❡ ❝❡( ❛❧❣♦$✐(❤♠❡ ❡,( ✉♥
♦✉(✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ❡( ♣$#❝✐, ♣♦✉$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦,❡ ❡♥ $❛❞✐♦(❤#$❛♣✐❡✳ ❈❡( ♦✉(✐❧✱ ❞#✈❡❧♦♣♣# ♣♦✉$ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❝❧✐♥✐0✉❡ ❤♦,♣✐(❛❧✐>$❡✱ ♣❡$♠❡(($❛ ❞❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡♠❡♥( ♣❛❧❧✐❡$ @ ❧✬❛❜,❡♥❝❡ ❞❡ ❣$✐❧❧❡, ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❝❧✉,(❡$ ❡♥ ❝❧✐♥✐0✉❡✳
❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊ ✶✼✶
▲❛ ♣❡$%♣❡❝'✐✈❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉$ ❝♦♥'✐♥✉❡$ ❝❡ '$❛✈❛✐❧ ❡%' ❜✐❡♥ ❡♥'❡♥❞✉ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❡①♣1$✐✲
♠❡♥'❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐'❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♥❚▲❊✱ ❝❡ :✉✐ $❡✈✐❡♥' ✜♥❛❧❡♠❡♥' < ✈❛❧✐❞❡$ ❧❡ ❝♦❞❡
●❊❆◆❚✹ %✉$ ❧❡:✉❡❧ ❡%' ❜❛%1 ●❆❚❊✳ ❈❡''❡ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❞❡✈$❛ %❡ ❢❛✐$❡ ❡♥ ❞❡✉① 1'❛♣❡% ✿ ❧❛ ✈❛✲
❧✐❞❛'✐♦♥ ❞❡% ♣$♦❝❡%%✉% ♣❤♦'♦✲♥✉❝❧1❛✐$❡% ✭♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡% ♥❡✉'$♦♥%✮ ❡' ❧❛ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❞♦%❡ ♥❡✉'$♦♥ ✭✐♥'❡$❛❝'✐♦♥ ❞❡% ♥❡✉'$♦♥%✮✳
■❧ ❛♣♣❛$❛✐' ❡♥ ❡✛❡' :✉❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬1♥❡$❣✐❡ ❞❡% ♣❤♦'♦♥% ♣$♦❞✉✐'% ♣♦✉$ ❧❡% '$❛✐'❡✲
♠❡♥'% ❡♥ $❛❞✐♦'❤1$❛♣✐❡ ✭❡♥'$❡ ✻ ❡' ✷✺ ▼❱✮✱ ❧❡% ♣$♦❝❡%%✉% ♣❤♦'♦♥✉❝❧1❛✐$❡% ❞❛♥% ●❊❆◆❚✹
♦♥' 1'1 ♣❡✉ 1'✉❞✐1%✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛$' ❡♥ $❛✐%♦♥ ❞✉ ♠❛♥:✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡% ❡①♣1$✐♠❡♥'❛❧❡%✱ ❡' ❞✬❛✉'$❡
♣❛$' < ❝❛✉%❡ ❞❡ ❧✬♦$✐❡♥'❛'✐♦♥ ❤✐%'♦$✐:✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❢❛✐%❛♥' :✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦$✐'1 ❞❡% ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥% ❞❡%
♠♦❞O❧❡% ❝♦♠♠❡♥❝❡♥' < ❞❡% 1♥❡$❣✐❡% %✉♣1$✐❡✉$❡% < ♣❧✉%✐❡✉$% ❝❡♥'❛✐♥❡% ❞❡ ▼❡❱✳ P♦✉$ ❧❡% ✐♥✲
'❡$❛❝'✐♦♥% ♣❤♦'♦♥✉❝❧1❛✐$❡%✱ ❝♦♥'$❛✐$❡♠❡♥' < ▼❈◆P :✉✐ ✉'✐❧✐%❡ ❞❡% ❞♦♥♥1❡% ❡①♣1$✐♠❡♥'❛❧❡%
'❛❜✉❧1❡%✱ ●❊❆◆❚✹ %❡ ❜❛%❡ %✉$ ❧❛ ♣❛$❛♠1'$✐%❛'✐♦♥ ❞❡% %❡❝'✐♦♥% ❡✣❝❛❝❡% ❞❡ ❝❡$'❛✐♥% ♥♦②❛✉①
❡①♣$✐♠1❡% ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♠❛%%❡ ❡' ❞❡ ❧✬1♥❡$❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦'♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% %❡❝'✐♦♥%
❡✣❝❛❝❡% ♣❤♦'♦♥✉❝❧1❛✐$❡% ❡%' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐❢ ♣✉✐%:✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥%✐❞O$❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
:✉✬✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♠❛%%❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉$ '♦✉% ❧❡% ✐%♦'♦♣❡% ❞✬✉♥ ♠S♠❡ 1❧1♠❡♥'✳ ▲❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡
♣❛$❛♠1'$✐%1❡ ❡' ❧✬✉'✐❧✐%❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♠❛%%❡ ♠♦②❡♥ ♣❛$ 1❧1♠❡♥' ❣1♥O$❡♥' ❞❡% ❡$$❡✉$%
✐♠♣♦$'❛♥'❡% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% %❡❝'✐♦♥% ❡✣❝❛❝❡% ♣♦✉$ ❞❡% 1♥❡$❣✐❡% ✐♥❢1$✐❡✉$❡% < ✶✵✵ ▼❡❱✳
❉❛♥% ❝❡ ❝❛❞$❡✱ ❛✈❛♥' ❞❡ ♣$1'❡♥❞$❡ < ✉♥❡ :✉❡❧❝♦♥:✉❡ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❡①♣1$✐♠❡♥'❛❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡✱ ❧❛ ♣$❡♠✐O$❡ 1'❛♣❡ ❞❡✈$❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡$ ♣❛$ ❧✬❛♠1❧✐♦$❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡% %❡❝'✐♦♥%
❡✣❝❛❝❡% ❞❛♥% ●❊❆◆❚✹✳ ❯♥ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ '$❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦$❛'✐♦♥ ●❊❆◆❚✹ '$❛✈❛✐❧❧❡ ❛❝✲
'✉❡❧❧❡♠❡♥' %✉$ ❧❡ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞✬✉♥ ♠♦❞O❧❡ ♣❧✉% ❛❞❛♣'1 ❛✉① $1❛❝'✐♦♥% ♣❤♦'♦♥✉❝❧1❛✐$❡% ❞❡
❜❛%%❡ 1♥❡$❣✐❡ ✭❁✷✵ ▼❡❱✮✳❈❡ ♠♦❞O❧❡✱ ❛♣♣❡❧1 ▲❊◆❉✱ ❞♦✐' ♣❡$♠❡''$❡ ❞✬❛♠1❧✐♦$❡$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡%
%❡❝'✐♦♥% ❡✣❝❛❝❡% ❛✐♥%✐ :✉❡ ❧❡ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ ♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬1'❛' ✜♥❛❧✳ ❯♥❡ ❢♦✐% ❧❛ ♠♦❞1❧✐%❛'✐♦♥
❞❡% ♣$♦❝❡%%✉% ♣❤♦'♦✲♥✉❝❧1❛✐$❡% ♦♣'✐♠✐%1❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞$❛ ✈❛❧✐❞❡$ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♥❡✉'$♦♥ ❞❛♥%
●❊❆◆❚✹ ✈✐❛ ❞❡% ♠❡%✉$❡% ❞1❞✐1❡% ❡♥ ❢❛♥'Y♠❡ ✭❈❘✲✸✾✮✳
❊♥ ♣❛$❛❧❧O❧❡ < ❝❡ '$❛✈❛✐❧ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥✱ ❧✬✉'✐❧✐%❛'✐♦♥ ❝❧✐♥✐:✉❡ ❞✉ ♥❚▲❊ ♣♦✉$$❛ '♦✉' ❞❡ ♠S♠❡
%❡ ❢❛✐$❡ ♣♦✉$ ♣❡$♠❡''$❡ ✉♥❡ ♣$❡♠✐O$❡ ❝♦♠♣❛$❛✐%♦♥✱ $❡❧❛'✐✈❡ ❞❛♥% ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ '❡♠♣% ❡♥'$❡ ❧❛
❉P ♣❤♦'♦♥ ❡' ♥❡✉'$♦♥ ♣♦✉$ ❞❡% '$❛✐'❡♠❡♥'% ❛②❛♥' ✉♥❡ ♠S♠❡ ✐♥❞✐❝❛'✐♦♥ '❤1$❛♣❡✉'✐:✉❡ ♠❛✐%
✉♥❡ ❜❛❧✐%'✐:✉❡ ❞✐✛1$❡♥'❡✳ ❈❡''❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ♣❡$♠❡''$❛✐' ❞❡ ♠✐❡✉① %❡♥%✐❜✐❧✐%❡$ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉'1
❞❡% ♣❤②%✐❝✐❡♥% ♠1❞✐❝❛✉① < ❧❛ ❉P✳ ▲❡ ❞1❜❛' $❡%'❡ ❡♥❝♦$❡ ♦✉✈❡$' ❛✉'♦✉$ ❞❡ ❧❛ ♣$♦❜❧1♠❛'✐:✉❡ ❞❡
❧❛ ❉P ♣❤♦'♦♥% ❡' ♥❡✉'$♦♥% ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡% ♣❛$❛♠O'$❡% ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' ✭✐❡ :✉❛❧✐'1 ❞✉ ❢❛✐%❝❡❛✉✱
♥♦♠❜$❡ ❞✬❯▼✳✳✳✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉'1 %❝✐❡♥'✐✜:✉❡ $❡%'❡ ❛❝'✉❡❧❧❡♠❡♥' ♣❛$'❛❣1❡ ❡♥'$❡ ❧✬✐♠♣♦$✲
'❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ♣$❡♥❞$❡ ❡♥ ❝♦♥%✐❞1$❛'✐♦♥ ❝❡''❡ ❉P :✉✐ ♣♦✉$ ❝❡$'❛✐♥ ❛♣♣❛$❛✐' ❛✈♦✐$ ✉♥❡
✐♠♣♦$'❛♥❝❡ ❞❡ '❛✐❧❧❡✱ ❛❧♦$% :✉❡ ♣♦✉$ ❞✬❛✉'$❡% ❛♣♣❛$❛✐' ❝♦♠♠❡ 1'❛♥' ♠❛$❣✐♥❛❧❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$'
❛✉① ❝♦♥%✐❞1$❛'✐♦♥% '❤1$❛♣❡✉'✐:✉❡% ❞✉ ♠❛❧❛❞❡✳ ❊♥ ❝❡ %❡♥%✱ ❧✬✉'✐❧✐%❛'✐♦♥ ❞✉ ♥❚▲❊ ✭❝♦♠❜✐♥1
❛✉① ♠1'❤♦❞❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦%❡ ♣❤♦'♦♥ ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡% ❞❛♥% ●❆❚❊✮ ❛✈❡❝ ✉♥ %❝$✐♣' ♣❡$♠❡''❛♥'
❞❡ '$❛♥%❢♦$♠❡$ ❧❡% ♣❛$❛♠O'$❡% ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥'% ❡♥$❡❣✐%'$1% ❞❛♥% ❧❡% ❘❚♣❧❛♥ ✭✜❝❤✐❡$ ❉■❈❖▼
❝♦♠♣$❡♥❛♥' ❧❡% ♣❛$❛♠O'$❡% ❞❡ '$❛✐'❡♠❡♥' '❡❧% :✉❡ ❧✬1♥❡$❣✐❡✱ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡% ❝❤❛♠♣%✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡
❧❛ 'S'❡✳✳✮ ❡♥ ♣❛$❛♠O'$❡% ❞✬❡♥'$1❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ●❆❚❊✱ ♣❡$♠❡''$❛ ❧❛ ❣1♥1$❛'✐♦♥ ❛✉'♦♠❛'✐:✉❡ ❞❡ ❧❛
❝❛$'❡ ❞❡ ❞♦%❡ ♥❡✉'$♦♥ ❡' ♣❤♦'♦♥ ♣♦✉$ ❝❤❛:✉❡ ♣❛'✐❡♥'✳ ❈❡''❡ 1'❛♣❡ $❡♥❞$❛ ❧✬♦✉'✐❧ ♣❛$❢❛✐'❡♠❡♥'
✐♥'1❣$❛❜❧❡ ❞❛♥% ✉♥ %②%'O♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ %②%'1♠❛'✐:✉❡ ❞❡ ❧❛ ❉P ❞❛♥% ❧❡ ❜✉' ❞❡ ❣1♥1$❡$ ❞❡% ❜❛%❡%
❞❡ ❞♦♥♥1❡% ❞♦%✐♠1'$✐:✉❡% ♣$1❝✐%❡% :✉✐ $❡%'❡♥' ♥1❝❡%%❛✐$❡% ♣♦✉$ ♠❡♥❡$ ❞❡% 1'✉❞❡% 1♣✐❞1♠✐♦❧♦✲
❣✐:✉❡% ❡' ♣❡$♠❡''$❡ ❛✐♥%✐ ❧✬❛♠1❧✐♦$❛'✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞O❧❡% ♠❛'❤1♠❛'✐:✉❡% ✓❞♦%❡✲$✐%:✉❡✔ ❞1❝$✐✈❛♥'
❧❡% ❡✛❡'% ❞❡% ❢❛✐❜❧❡% ❞♦%❡% %♣1❝✐✜:✉❡% < ❧❛ $❛❞✐♦'❤1$❛♣✐❡ :✉✐ $❡%'❡♥' ❡♥❝♦$❡ ♠❛❧ 1✈❛❧✉1%✳
✶✼✷ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊
❊♥✜♥ ✐❧ ❢❛✉( ♠❡♥(✐♦♥♥❡, -✉❡ ❜✐❡♥ -✉❡ ❝❡ (,❛✈❛✐❧ ❞❡ (❤34❡ 4❡ 4♦✐( ❡①❝❧✉4✐✈❡♠❡♥( ❝♦♥4❛❝,6 7
❧❛ ♣,♦❜❧6♠❛(✐-✉❡ ❞❡4 ♥❡✉(,♦♥4 4❡❝♦♥❞❛✐,❡4 ❡♥ ,❛❞✐♦(❤6,❛♣✐❡✱ ❧❡4 6(✉❞❡4 ❡( ♦✉(✐❧4 ❞6✈❡❧♦♣♣64
♣❡✉✈❡♥( :(,❡ ❛♣♣❧✐-✉64 7 ❞✬❛✉(,❡4 ❞♦♠❛✐♥❡4 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣,♦❜❧6♠❛(✐-✉❡ ❞❡4 ♥❡✉(,♦♥4 4❡❝♦♥❞❛✐,❡4
♣,♦❞✉✐(4 ❧♦,4 ❞❡4 4(6,✐❧✐4❛(✐♦♥4 ✐♥❞✉4(,✐❡❧❧❡4 ❞✬❛❧✐♠❡♥(4 ♣❛, ❢❛✐4❝❡❛✉① ❞❡ ❘❳ ❞❡ ❤❛✉(❡4 6♥❡,❣✐❡4
✭❊❃✺ ▼❡❱✮✱ ♦✉ ♣♦✉, ❧❛ ♣,♦❜❧6♠❛(✐-✉❡ ❞❡ ❞6♠❛♥(3❧❡♠❡♥( ✭♣,6❞✐❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝(✐✈✐(6 ❜:(❛ ♣✉,❡
❞❡4 ♣✐3❝❡4 ❛❝(✐✈6❡4 ❞❡4 ❧✐♥❛❝4 ♠6❞✐❝❛✉①✮ ♦✉ ❡♥❝♦,❡ ❧✬✉(✐❧✐4❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞6✈❡❧♦♣♣6
♣♦✉, ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡ (,❛✐(❡♠❡♥(4 ♣❛, ❢❛✐4❝❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉(,♦♥4✳
❆♥♥❡①❡$

A
▼♦❞#❧❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦&❡ ❡♥ +❛❞✐♦-❤/+❛♣✐❡
❙♦♠♠❛✐%❡
❆✳✶ ▼$%❤♦❞❡ ❜❛,$❡ ,✉. ❧❛ ,$♣❛.❛%✐♦♥ ❞✉ .❛②♦♥♥❡♠❡♥% ♣.✐♠❛✐.❡ ❡%
❞✐✛✉,$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
❆✳✷ ▼$%❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉%✐♦♥✴,✉♣❡.♣♦,✐%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
❆✳✷✳✶ ▼✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣-♥❡ ✿ ♠01❤♦❞❡ ❞✉ 3❡♥❝✐❧ ❇❡❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
❆✳✷✳✷ ▼✐❧✐❡✉ ❤0109♦❣-♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
❆✳✸ ▼$%❤♦❞❡, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛. .$,❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉.♦♥❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
❆✳✹ ▼$%❤♦❞❡ ▼♦♥%❡ ❈❛.❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾
▲❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# ❛❝*✉❡❧# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦#❡ ❡♥ (❛❞✐♦*❤1(❛♣✐❡ #♦♥* ❞❡ ♣❧✉# ❡♥ ♣❧✉# 1❧❛❜♦(1# ♣♦✉(
❛♠1❧✐♦(❡( ❧❛ ♣(1❝✐#✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦#❡ *♦✉* ❡♥ ♦♣*✐♠✐#❛♥* ❧❡ *❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ♣(1❝✐#✐♦♥
❞❡ ❝❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# ❡#* ❝❧❛##✐4✉❡♠❡♥* 1✈❛❧✉1❡ ♣❛( ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛✐#♦♥ ❡♥*(❡ ❧❡# ❞✐#*(✐❜✉*✐♦♥# ❞❡
❞♦#❡ ♠❡#✉(1❡# ❡* ❝❛❧❝✉❧1❡#✳
▲❡# ♠♦❞6❧❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦#❡ ❧❡# ♣❧✉# ❝♦✉(❛♠♠❡♥* ✉*✐❧✐#1# #❡(♦♥* ❞1❝(✐*# ❞❡ ❢❛8♦♥ #✉❝❝✐♥❝*❡
❞❛♥# ❧❡# ♣❛(❛❣(❛♣❤❡# 4✉✐ #✉✐✈❡♥*✳
❆✳✶ ▼$%❤♦❞❡ ❜❛,$❡ ,✉. ❧❛ ,$♣❛.❛%✐♦♥ ❞✉ .❛②♦♥♥❡♠❡♥% ♣.✐♠❛✐.❡
❡% ❞✐✛✉,$
❈❡""❡ ♠$"❤♦❞❡ ❛ $"$ ❞$✈❡❧♦♣♣$❡ ♣❛, ❈❧❛,❦.♦♥ ❡♥ ✶✾✹✶ ❬✷✼✸❪ ♣✉✐. ,$❡❧❧❡♠❡♥" ❡①♣❧♦✐"$❡ ♣❛,
❈✉♥♥✐♥❣❤❛♠ ❡♥ ✶✾✼✷ ❬✷✼✹❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥.✐."❡ ? ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ❞♦.❡ ♣,✐♠❛✐,❡ ❡" ❞✐✛✉.$❡ ❞❡ ❢❛B♦♥
.$♣❛,$❡✱ ❡♥ ♣,♦❝$❞❛♥" ❛✉ ❞$❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡. ❝❤❛♠♣. ❡♥ .❡❝"❡✉,. ❝✐,❝✉❧❛✐,❡.✳ ▲❛ ❞♦.❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥"
❝♦,,❡.♣♦♥❞,❛ ? ❧❛ .♦♠♠❡ ❞❡. ❝♦♥",✐❜✉"✐♦♥ ♣,✐♠❛✐,❡. ❡" ❞✐✛✉.$❡. ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ,❛②♦♥♥❡♠❡♥"✳
❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡." ♣❛,"✐❝✉❧✐G,❡♠❡♥" ❛❞❛♣"$ ? ❧❛ ,❛❞✐♦"❤$,❛♣✐❡ ❝♦♥❢♦,♠❛"✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭,❛❞✐♦✲
"❤$,❛♣✐❡ ♣❡,♠❡""❛♥" ❞❡ ❢❛✐,❡ ❝♦,,❡.♣♦♥❞,❡ ❧❡ ♣❧✉. ♣,$❝✐.$♠❡♥" ♣♦..✐❜❧❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞✉ ❢❛✐.❝❡❛✉
❞✬✐,,❛❞✐❛"✐♦♥ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ "✉♠❡✉,✱ "♦✉" ❡♥ ❧✐♠✐"❛♥" ❧✬❡①♣♦.✐"✐♦♥ ❞❡. "✐..✉. .❛✐♥.✮ ❝❛, ❡❧❧❡
♣,$.❡♥"❡ ❧❛ ♣♦..✐❜✐❧✐"$ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦.❡ ♣♦✉, ❞❡. ❝❤❛♠♣. ❞❡ ❢♦,♠❡ L✉❡❧❝♦♥L✉❡✱ "♦✉" ❡♥
♣❡,♠❡""❛♥" ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣,♦♠✐. ❡♥",❡ ♣,$❝✐.✐♦♥ ❡" "❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆✳✷ ▼$%❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉%✐♦♥✴1✉♣❡3♣♦1✐%✐♦♥
❈❡. ♠$"❤♦❞❡. ❞$✈❡❧♦♣♣$❡. ❞❛♥. ❧❡. ❛♥♥$❡. ✶✾✽✵✱ .$♣❛,❡♥" ❧❡. ♣,♦❝❡..✉. ❞❡ ",❛♥.♣♦," ❞❡
❧✬$♥❡,❣✐❡ ✭♣❛, ❧❡. ♣❤♦"♦♥. ♣,✐♠❛✐,❡.✮ ❡" ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❞$♣O" ❞✬$♥❡,❣✐❡ ♣❛, ❧❡. ♣❛,"✐❝✉❧❡. .❡❝♦♥❞❛✐,❡.
✭$❧❡❝",♦♥. ❡" ♣❤♦"♦♥.✮✳ ❊❧❧❡. .♦♥" ❜❛.$❡. .✉, ❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ L✉❡ ❧✬✐♥"❡,❛❝"✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦"♦♥ ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥" ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛. ♥$❝❡..❛✐,❡♠❡♥" ❧✐❡✉ ? ✉♥ ❞$♣O" ❧♦❝❛❧ ❞✬$♥❡,❣✐❡ ♠❛✐. ? ✉♥❡ ,$♣❛,"✐"✐♦♥ ❞❡
✶✼✻ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡ ❡♥ .❛❞✐♦0❤2.❛♣✐❡
❝❡""❡ #♥❡%❣✐❡ ❛✉"♦✉% ❞✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞✬✐♥"❡%❛❝"✐♦♥✳ ▲❛ ❞♦0❡ ❛❜0♦%❜#❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥" %#0✉❧"❡%❛ ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❞✐0"%✐❜✉"✐♦♥0 ❞❡ ❞♦0❡ ❝❛❧❝✉❧#❡0 4 ♣❛%"✐% ❞❡ "♦✉0 ❧❡0 ♣♦✐♥"0 ♦5 ❧✬#♥❡%❣✐❡ ❡0"
❧✐❜#%#❡ ✭0✉♣❡%♣♦0✐"✐♦♥✮✳
▲❡0 ❞❡✉① 9✉❛♥"✐"#0 ♥#❝❡00❛✐%❡0 ♣♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ❞♦0❡ D(x, y, z) ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥" P (x, y, z) 4
♣❛%"✐% ❞❡ ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❞#♣:"0 ❞✬#♥❡%❣✐❡ ❞✉0 4 "♦✉"❡0 ❧❡0 ✐♥"❡%❛❝"✐♦♥0 ❞❡0 ♣❤♦"♦♥0 ♣%✐♠❛✐%❡0
❡♥ ❞✐✛#%❡♥"0 ♣♦✐♥"0 P ′(x′, y′, z′) ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭#❧#♠❡♥" ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ dV ✮ 0♦♥" ❬✷✼✺❪ ✿
✖ ❧❡ ❚❊❘▼❆✱ T (x′, y′, z′) ✭❚♦"❛❧ ❊♥❡%❣② ❘❡❧❡❛0❡❞ ♣❡% ▼❛00✮
❈✬❡0" ❧✬#♥❡%❣✐❡ "♦"❛❧❡ ♣❛% ✉♥✐"# ❞❡ ♠❛00❡ ❝#❞#❡ ♣❛% ❧❡0 ♣❤♦"♦♥0 ♣%✐♠❛✐%❡0 9✉✐ ✐♥"❡%✲
❛❣✐00❡♥" ❞❛♥0 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ #❧#♠❡♥"❛✐%❡ ❛✉"♦✉% ❞❡ P ′✱ ❞♦♥♥❛♥" ❧✐❡✉ 4 ❧❛ ♠✐0❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥"
❞❡0 #❧❡❝"%♦♥0 0❡❝♦♥❞❛✐%❡0 ❡" 4 ❧❛ ♣%♦❞✉❝"✐♦♥ ❞❡0 ♣❤♦"♦♥0 ❞✐✛✉0#0✱ ② ❝♦♠♣%✐0 ❧❡0 ♣❤♦"♦♥0
❞❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥" ❞❡ ❢%❡✐♥❛❣❡ ❡" ❞✬❛♥♥✐❤✐❧❛"✐♦♥ ❬❏✳❦❣
−1
❪ ♦✉ ❬●②❪ ✿
T (x′, y′, z′) =
µ
ρ
(x′, y′, z′)Ψ(x′, y′, z′)
✭❆✳✶✮
❛✈❡❝
Ψ(x′, y′, z′) ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ #♥❡%❣#"✐9✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥" P ′ ❬❏✳♠−2❪
µ
ρ (x
′, y′, z′) ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞✬❛""#♥✉❛"✐♦♥ ♠❛00✐9✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❛✉ ♣♦✐♥" P ′ ✭❡♥ ♠2✳❦❣−1✮
✖ ❧❡ ❑❊❘◆❊▲ 9✉✐ %❡♣%#0❡♥"❡ ❧❛ ❞✐0"%✐❜✉"✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞#♣:" ❞✬#♥❡%❣✐❡ #❧#♠❡♥"❛✐%❡
▲❛ ❞♦0❡ D(x, y, z) ❛✉ ♣♦✐♥" P (x, y, z) ❝♦%%❡0♣♦♥❞ 4 ❧❛ 0♦♠♠❡ ❞❡0 ❞#♣:"0 ❞✬#♥❡%❣✐❡ ❞✉0 4
"♦✉"❡0 ❧❡0 ✐♥"❡%❛❝"✐♦♥0 ❞❡0 ♣❤♦"♦♥0 ♣%✐♠❛✐%❡0 ❡♥ ❞✐✛#%❡♥"0 ♣♦✐♥"0 P ′(x′, y′, z′) ❬✷✼✺❪ ✿
D(x, y, z) =
∫ ∫ ∫
µ
ρ
Ψ(x′, y′, z′)K(x− x′, y − y′, z − z′)dV ′
✭❆✳✷✮
❛✈❡❝ ✿
Ψ(x′, y′, z′) ✿ ✢✉❡♥❝❡ #♥❡%❣#"✐9✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥" P ′ ❬❏✳♠−2❪
dV ′ = dx′dy′dz′ ✿ #❧#♠❡♥" ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✉"♦✉% ❞❡ P ′
µ/ρ ✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞✬❛""#♥✉❛"✐♦♥ ♠❛00✐9✉❡ ✭♠2✳❦❣−1✮
µ
ρΨ(x
′, y′, z′) ✿ ❚❊❘▼❆ ❝♦%%❡0♣♦♥❞❛♥" 4 ❧✬#♥❡%❣✐❡ %❛❞✐❛♥"❡ "♦"❛❧❡ ❧✐❜#%#❡ ♣❛% ✉♥✐"# ❞❡ ♠❛00❡
♣❛% ❧❡0 ♣❤♦"♦♥0 ♣%✐♠❛✐%❡0 ❞❡ ✢✉❡♥❝❡ #♥❡%❣#"✐9✉❡ ψ ❞❛♥0 ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡♥0✐"# ρ
K(x − x′, y − y′, z − z′) ✿ ❑❡%♥❡❧ ❝♦%%❡0♣♦♥❞❛♥" 4 ❧✬#♥❡%❣✐❡ ❞#♣♦0#❡ ❛✉"♦✉% ❞✬✉♥ ♣♦✐♥" ❞✬✐♥✲
"❡%❛❝"✐♦♥ P ′
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❞♦0❡ D(x, y, z) ❛✉ ♣♦✐♥" X ❡0" ♦❜"❡♥✉❡ ❡♥ 0♦♠♠❛♥" ❧❡0 ❝♦♥"%✐❜✉"✐♦♥0 #❧#♠❡♥✲
"❛✐%❡0 ❞❡ "♦✉0 ❧❡0 ❦❡%♥❡❧0 ❛✛❡❝"#0 ❛✉① ♣♦✐♥"0 P ′ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥✈✐%♦♥♥❛♥"✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥"%❡ ❡✉①
#"❛♥" ♣♦♥❞#%# ♣❛% ❧❡ ❚❊❘▼❆ ❝♦%%❡0♣♦♥❞❛♥" ✭❋✐❣✉%❡ ❆✳✶✮✳
❖♥ ❞✐0"✐♥❣✉❡ ❧❡0 ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥0 ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣[♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡0 ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤#"#%♦❣[♥❡✳
❆✳✷✳✶ ▼✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣-♥❡ ✿ ♠01❤♦❞❡ ❞✉ 3❡♥❝✐❧ ❇❡❛♠
▲❛ ♣%#✲✐♥"#❣%❛"✐♦♥ ❞❡ "♦✉0 ❧❡0 ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ✭❦❡%♥❡❧0✮ ❞❛♥0 ❧❡ 0❡♥0 ❞❡ ❧❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉%
❞✬✉♥ ❢❛✐0❝❡❛✉ ❞❡ 0❡❝"✐♦♥ ✐♥✜♥✐"#0✐♠❛❧❡ ♣❡%♠❡" ❞✬♦❜"❡♥✐% ❧❛ ❞♦0❡ ❛❜0♦%❜#❡ ❞✉❡ 4 ❝❡ ❞❡%♥✐❡%✳
X♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ❞♦0❡ ❞#♣♦0#❡ ♣❛% ✉♥ ❢❛✐0❝❡❛✉ ♣❧✉0 ❧❛%❣❡✱ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡0 ❦❡%♥❡❧0 0♦♥" ♠✐0
❝:"❡ 4 ❝:"❡ ❛✈❛♥" ❞❡ ♣%♦❝#❞❡% 4 ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ ❦❡%♥❡❧ ❡" ❚❊❘▼❆ ❞❛♥0 ❧❡ ❢❛♥":♠❡✳ ❈❡""❡
▼♦❞#❧❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦&❡ ❡♥ +❛❞✐♦-❤/+❛♣✐❡ ✶✼✼
❋✐❣✉$❡ ❆✳✶ ✕ ▼%&❤♦❞❡ ❞❡ +✉♣❡.♣♦+✐&✐♦♥✴❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❑❡.♥❡❧+ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❊❘▼❆ ❡& ❧✬❛&&%♥✉❛&✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♣.✐♠❛✐.❡ ❞❡+ ♣❤♦&♦♥+ ✭❛✮✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ✭♣♦✐♥&✲❦❡.♥❡❧✮ ✭❜✮✱ ❡&
❧❛ ❞✐+&.✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦+❡ .%+✉❧&❛♥&❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡+ ❞❡✉① E✉❛♥&✐&%+ ♣.%❝%❞❡♥&❡+
✭❝✮ ❬✷✼✺❪
♠!"❤♦❞❡ '✉✐ *✉♣♣♦*❡ ❧❡* ❦❡.♥❡❧* ❝♦♠♠❡ !"❛♥" ✐♥✈❛.✐❛♥"* ♣❡.♠❡" ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ "❡♠♣*✱ ♠❛✐*
♣.!*❡♥"❡ ✉♥❡ ♣.✐*❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞❡* ❤!"!.♦❣!♥!✐"!* ❧✐♠✐"!❡ ❛✈❡❝ ❞❡* .!*✉❧"❛"* ".5* ✐♠♣.!❝✐* ❛✉①
✐♥"❡.❢❛❝❡* ❞❡* ♠✐❧✐❡✉① ❬✷✼✻❪✳
❆✳✷✳✷ ▼✐❧✐❡✉ ❤)*)+♦❣.♥❡
❆✳✷✳✷✳✶ $♦✐♥( ❦❡+♥❡❧
▲❡* ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ *♦♥" ❣!♥!.❛❧❡♠❡♥" ❝❛❧❝✉❧!* ❞❛♥* ❧✬❡❛✉ ♣❛. *✐♠✉❧❛"✐♦♥ ▼❈ ❛❧♦.*
'✉❡ ❧❡* ♣❛"✐❡♥"* *♦♥" ❝♦♠♣♦*!* ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ✈❛.✐!* ❝♦♠♠❡ ❧❡* "✐**✉* ♠✉*❝✉❧❛✐.❡*✱ ❧✬♦* ♦✉ ❧❡
♣♦✉♠♦♥✳ C♦✉. ❝♦..✐❣❡. ❝❡ ❜✐❛✐*✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❡*" .!❛❧✐*!❡ *✉. ❧❡* ❞❡✉① ♣❤❛*❡* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✭❚❊❘▼❆ ❡" ❦❡.♥❡❧✮ ✿
✖ ❧❡ ❚❊❘▼❆ '✉✐ ❡*" ♣.♦♣♦."✐♦♥♥❡❧ M ❧❛ ✢✉❡♥❝❡ ♣.✐♠❛✐.❡ ❞♦✐" O".❡ ❝❛❧❝✉❧! ❡♥ ♣.❡♥❛♥" ❡♥
❝♦♠♣"❡ ❧❡* ❝♦❡✣❝✐❡♥"* ❞✬❛""!♥✉❛"✐♦♥ ❞❡* ❞✐✛!.❡♥"* ♠❛"!.✐❛✉① ".❛✈❡.*!*
✖ ❧❡ ❦❡.♥❡❧ ❞♦✐" O".❡ ❞✐❧❛"! ♦✉ ❝♦♠♣.❡**! ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥*✐"! !❧❡❝".♦✲
♥✐'✉❡ ❬✷✼✼❪
▲✬!'✉❛"✐♦♥ ❣!♥!.❛❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦*❡ *✬!❝.✐" ❛❧♦.* ✿
D(x, y, z) =
∫ ∫ ∫
µ
ρ
Ψ(x′, y′, z′)K
(
ρmat
ρref
(x− x′, y − y′, z − z′)
)
dV ′ ✭❆✳✸✮
❛✈❡❝ ρref ❧❛ ❞❡♥*✐"! !❧❡❝".♦♥✐'✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♦T ❧❡ ♥♦②❛✉ ❛ !"! ❣!♥!.! ❡" ρmat ❧❛ ❞❡♥*✐"!
!❧❡❝".♦♥✐'✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♦T ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞♦✐" O".❡ ❛❞❛♣"!✳
▲✬✐♥❝♦♥✈!♥✐❡♥" ❞❡ ❝❡""❡ ♠!"❤♦❞❡ ❡*" '✉✬❡❧❧❡ ❡*" ❝♦U"❡✉*❡ ❡♥ "❡♠♣* ✭M "✐".❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉.
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✈♦①❡❧* ✭❢❛♥"X♠❡ ❞❡ ✸✵×✸✵×✸✵ ❝♠3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ .!*♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ✸ ♠♠✮✱ ✐❧ ❢❛✉" ✶✵12 ❝❛❧❝✉❧*✱
❝❡* ❝❛❧❝✉❧* ❞✉.❡♥" ❞♦♥❝ ♣❧✉*✐❡✉.* ♠✐♥✉"❡* ♣♦✉. ✉♥ ❢❛♥"X♠❡ ✸❉✮✳
❆✳✷✳✷✳✷ ▼.(❤♦❞❡ ❞✉ ❈♦❧❧❛♣5❡❞ ❝♦♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉(✐♦♥
❈❡""❡ ♠!"❤♦❞❡ ✐♥".♦❞✉✐"❡ ♣❛. ❆❤♥❡*❥♦ ❬✷✼✽❪ ♦✛.❡ ✉♥ ❞❡* ♠❡✐❧❧❡✉.* ❝♦♠♣.♦♠✐* ❡♥".❡ "❡♠♣*
❡" ♣.!❝✐*✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ C♦✉. ✉♥ ✈♦①❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❚❊❘▼❆ ❞♦♥♥!✱ ❝❡""❡ ♠!"❤♦❞❡ ❝♦♥*✐❞5.❡ '✉❡ ❧❡
✶✼✽ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞♦)❡ ❡♥ .❛❞✐♦0❤2.❛♣✐❡
 !❛♥$♣♦! ❞✬)♥❡!❣✐❡ $❡ ❢❛✐ $❡❧♦♥ ❞❡$ ❝0♥❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞✐✛)!❡♥ ❡$ ❞✐!❡❝ ✐♦♥$ ❡ ♣❛! ❛♥ ❞✉ ♣♦✐♥ 
❝❡♥ !❛❧ ♦3 ❧❡ ❚❊❘▼❆ ❛ ) ) ♣!)❛❧❛❜❧❡♠❡♥ ❝❛❧❝✉❧)✳ ❊♥$✉✐ ❡✱ ❡❧❧❡ $✉♣♣♦$❡ =✉❡  ♦✉ ❡ ❧✬)♥❡!❣✐❡
=✉✐ ❡$ ♣!♦♣❛❣)❡ ❞❛♥$ ✉♥ ❝0♥❡ ❡$  !❛♥$♣♦! )❡✱ ❛  )♥✉)❡ ❡ ❞)♣♦$)❡ $✉✐✈❛♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥✲
 ✐❡❧❧❡ $✉! ❧✬❛①❡ ❞❡ ❝❡ ❝0♥❡✳ ●!B❝❡ C ❝❡  ❡ ❤②♣♦ ❤F$❡✱ ♦♥ ♣❡✉ $✐♠✉❧ ❛♥)♠❡♥ ❞✐$ !✐❜✉❡! ❧❛ ❞♦$❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ !❛✐❡$ ❞✐$❝!F ❡$ =✉✐ )♠❡!❣❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ♣♦✐♥ ❚❊❘▼❆ ❡ ❛❝❝✉♠✉❧❡!
❧❡ ❚❊❘▼❆ ❛✉ ❢✉! ❡ C ♠❡$✉!❡ =✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❞✐!❡❝ ✐♦♥ ❝♦♥❝❡!♥)❡ ✭❋✐❣✉!❡ ❆✳✷✮✳
❈❡  ❡ ♠) ❤♦❞❡ ❡$ ❛✉❥♦✉!❞✬❤✉✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡$ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡$ ❝❛! ❡❧❧❡ ♣❡!♠❡ ✉♥❡ ♣!)❝✐$✐♦♥ ❛❝❝❡♣✲
 ❛❜❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✭♠♦✐♥$ ❞❡ ✺✪ ❞✬❡!!❡✉! ❡♥ ❣)♥)!❛❧ ❬✷✼✾❪✮ ❡♥ ✉♥  ❡♠♣$ ❧✐♠✐ ) ✭❞❡ ❧✬♦!❞!❡ ❞❡ ❧❛
♠✐♥✉ ❡✮✳
❋✐❣✉$❡ ❆✳✷ ✕ ▼%&❤♦❞❡ ❞✉ ❈♦❧❧❛♣0❡❞ ❝♦♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ✿ 6%❞✉❝&✐♦♥ ❞✉ &❡♠♣0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣69❝❡ ❛✉ ♣❛0✲
0❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐&%6❛&✐♦♥ ❡♥ ◆
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❡♥ ❝♦♥✜❣✉6❛&✐♦♥ ❝❧❛00✐>✉❡ ✭❣6✐❧❧❡ @ ❣❛✉❝❤❡✮ @ ✉♥❡ ✐&%6❛&✐♦♥
❡♥ ▼×◆ ❛✈❡❝ ◆ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ❡& ▼ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❝D♥❡0 ❬✷✼✺❪
❆✳✸ ▼$%❤♦❞❡* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛0 0$*❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉0♦♥❡*
❆✉ ❝♦✉!$ ❞❡$ ❞❡!♥✐F!❡$ ❛♥♥)❡$✱ ♣❧✉$✐❡✉!$ ❛✉ ❡✉!$ ♦♥ ✉ ✐❧✐$) ❞❡$ !)$❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉!♦♥❡$ ♣♦✉!
❝❛❧❝✉❧❡! !❛♣✐❞❡♠❡♥ ❡ ♣!)❝✐$)♠❡♥ ❧❛ ❞♦$❡✳ ■❧ ❛ ) ) ♠♦♥ !) =✉✬✉♥ !)$❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉!♦♥❡$ ♣❡✉ 
✧❛♣♣!❡♥❞!❡✧ ❧❛ ❞♦$❡ $✉! ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐$❝❡❛✉ ❬✷✽✵❪ ❛✐♥$✐ =✉❡ ❧❛ ❞♦$❡ $✉! ✉♥ ♣❧❛♥ ✷❉ ❞❛♥$ ❞❡$
✈♦❧✉♠❡$ ❤♦♠♦❣F♥❡$ ❬✷✽✶❪✳ ❯♥❡ ❞❡$ ❛♣♣!♦❝❤❡$ ❧❡$ ♣❧✉$ )❧❛❜♦!)❡$ ✭◆❊❯❘❆❉ ❬✷✽✷❪✮ ❡$ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡! ❧❛ ❞♦$❡ ❛❜$♦!❜)❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤) )!♦❣F♥❡ ♣❛! ❢❛✐$❝❡❛✉ ❧❛!❣❡ ❣!B❝❡ C ❞❡$ ❞♦$❡$ ❡♥
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Dosimétrie Neutron en Radiothérapie : 
Etude expérimentale et Développement dun outil 
personnalisé de calcul de dose Monte Carlo 
 
 
 
Résumé 
Loptimisation des traitements en radiothérapie vise à améliorer la précision de lirradiation des cellules cancéreuses pour épargner le 
plus possible les organes environnants. Or la dose périphérique déposée dans les tissus les plus éloignés de la tumeur nest 
actuellement pas calculée par les logiciels de planification de traitement, alors quelle peut être responsable de linduction de cancers 
secondaires radio-induits. Parmi les différentes composantes, les neutrons produits par processus photo-nucléaires sont les particules 
secondaires pour  lesquelles il y a un manque important de données dosimétriques. Une étude expérimentale et par simulation Monte 
Carlo de la production des neutrons secondaires en radiothérapie nous a conduit à développer un algorithme qui utilise la précision du 
calcul Monte Carlo pour lestimation de la distribution 3D de la dose neutron délivrée au patient. Un tel outil permettra la création de 
bases de données dosimétriques pouvant être utilisées pour lamélioration des modèles mathématiques « dose-risque » spécifiques à 
lirradiation des organes périphériques à de faibles doses en radiothérapie. 
 
Mots clés : Dosimétrie, Neutrons, Simulation  Monte Carlo, Radiothérapie, Dose périphérique, CR-39, Méthode de réduction de 
variance 
 
 
 
 
 
Abstract 
Treatment optimization in radiotherapy aims at increasing the accuracy of cancer cell irradiation while saving the surrounding 
healthy organs. However, the peripheral dose deposited in healthy tissues far away from the tumour are currently not calculated by 
the treatment planning systems even if it can be responsible for radiation induced secondary cancers. Among the different 
components, neutrons produced through photo-nuclear processes are suffering from an important lack of dosimetric data.  An 
experimental and Monte Carlo simulation study of the secondary neutron production in radiotherapy led us to develop an algorithm 
using the Monte Carlo calculation precision to estimate the 3D neutron dose delivered to the patient. Such a tool will allow the 
generation of dosimetric data bases ready to be used for the improvement of dose-risk mathematical models specific to the low 
dose irradiation to peripheral organs occurring in radiotherapy. 
Keywords : Dosimetry, Neutrons, Monte Carlo Simulation, Radiotherapy, Peripheral Dose, CR-39, Variance reduction technique 
